
  
 

 

Por aqui colocamos alguns problemas, 

construções e animações de geometria 

que nos foram sugeridos pelo estudo ou 

por necessidades do ensino - básico e 

secundário. As ilustrações e construções 

dinâmicas começaram por ser feitas com 

recurso ao Cinderella - um programa de 

geometria dinâmica disponibilizado pelo 

Ministério da Educação - e, mais 

recentemente, quase exclusivamente 

com ferramentas gratuitas como é o caso 

de Zirkel und Lineal do prof. R. 

Grothmann  
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28.12.04 

A primeira experiência  

 

Foi com o duplo pêndulo que tudo começou, noutro lugar, n'o lado esquerdo como experiência. 

  

 

 

 

 

http://geometrias.blogspot.com/2004_12_26_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/%3cbr%20/%3ehttp:/aveiro.blogspot.com/2004_12_19_aveiro_archive.html
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29.12.04 

Problema com 7 lados  

 

Num heptágono regular [ABCDEFG] de lado 1, a soma dos inversos dos 

comprimentos das diagonais AC e AD vale 1  
 

 
 

Podemos provar isso? Quem ainda se lembra como se desenha com régua e compasso 

um heptágono regular?  

[Sugestão da lista de problemas das Olimpíadas Brasileiras de Matemática: O 

Teorema de Ptolomeu pode ajudar]  

Clicando sobre a ilustração, pode descarregar uma demonstração (em .pdf) que usa 
esta aj uda.  (anexo1)  

 

Este exemplo também esteve n'o lado esquerdo à experiência. E funcionou muito bem 

para o que se pretendia, muito graças ao André Moreira que foi escrevendo achegas e 

constituiu a ajuda e incentivo que precisávamos deste lado.  
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Teorema de Ptolomeu?  

 

Um quadrilátero qualquer [ABCD] com vértices sobre uma circunferência tem uma 

propriedade interessante:  

AB.CD+BC.AD=AC.BD 
 

 
 

 

Nós ilustramos isso bem numa construção dinâmica - sobre o teorema de ptolomeu -, 

que pode manipular em parte, se isso o puder ajudar a acreditar na veracidade da 

afirmação que fizemos acima. 

 

É claro que o melhor que pode fazer é demonstrar o teorema. (Anexo2) É mesmo 

necessário que o quadrilátero seja inscritível numa circunferência? 

 

Talvez valha a pena olhar o célebre Teorema de Pitágoras como um caso particular 

deste.  

 

Este exemplo esteve também n'o lado esquerdo, à experiência. 

 

http://geometrias.blogspot.com/2004_12_26_archive.html
http://clientes.netvisao.pt/arselio/Cindy0/tptolo.pdf
http://aveiro.blogspot.com/2004_12_19_aveiro_archive.html
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Curva de Agnesi  

 

 

 

 

Quando A se desloca sobre a circunferência, o ponto P descreve uma curva atribuída a Maria 

Gaetana Agnesi ,(*) cuja vida e obra vale bem a pena conhecer. Para começar, há um livro ao 

meu gosto - Mujeres, manzanas y matemáticas. Entretejidas - de Xaro Nomdedeu Moreno, que 

a editora Nivola publicou. Uma nota de badana:  

Mujeres de todos los tiempos aparecen en este libro, mujeres que han cultivado la 

matemática muchas veces de forma particular y sin ningún reconocimiento 

académico. Comienza con Eva y Lilit, con Dido y Penélope. Sigue con la sabiduría 

griega de Teano e Hipatia. Viaja a Oriente con Lilavati, Tawaddud y Telassim.  

 

Se ven las paradojas de la Ilustración con María Gaetana Agnesi, la Marquesa du 

Châtelet y Sophie Germain. Entramos en el sig lo XIX de la mano de Mary Fairfax 

Somerville, Mary Everest Boole, Ada Byron y Sonia Kowalesky. Emmy Noether nos 

abre el siglo XX y da paso a dos científicas americanas que todavía trabajan: Fanya 

Montalvo y Evelyn Boyd Granville.  

 

 

O exercício que propomos, a partir da leitura desse livro, consiste em escolher um referencial 

apropriado e determinar a respectiva equação cartesiana da curva de Maria Gaetana Agnesi, 

para além de ler (no todo ou em parte) o autêntico romance que a sua vida foi.  

 

Se tiver clicado (ou vier a clicar) sobre a ilustração inicial terá tido acesso (ou virá a ter acesso) 

à construção dinâmica do lugar geométrico que a curva de Agnesi é. 

  

 
 

 

(*)www.agnesscott.edu/lriddle/women/agnesi.htm  

http://www.agnesscott.edu/lriddle/women/agnesi.htm
http://www.agnesscott.edu/lriddle/women/agnesi.htm
http://www.nivola.com/framelibro.asp?ref=19
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Um exemplo escolar  

 

Considere a figura  

 

 

 

 

 

em que [ABDE) e (BCGF] são quadrados.  

 

Movimentando alguns dos pontos A, B ou C na construção de suporte à proposta de um 

exercício escolar pode deixar-se convencer que AF e CD são perpendiculares.  

 

O exercício escolar pedia aos estudantes que provassem ser recto o ângulo H, usando o 

produto escalar de vectores e suas propriedades. Pode fazer isso?  

Clicando sobre a ilu stração, pode descarregar uma demonstração em .pdf usando o 

produto escalar de vectores e suas propriedades. (Anexo 3)  

 

Pode demonstrar-se de outro modo?  

 

http://geometrias.blogspot.com/2004_12_26_archive.html
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2.1.05 

Básico - Comparação de áreas 

Primeiro.  
Construímos um rectângulo [ABCD] e tomámos um ponto E sobre [CD] de modo que o 

triângulo [AEB] é rectângulo em E.  

 

 

 

Clicando sobre figura, acedemos a uma construção dinâmica que nos permite 

conjecturar que a área de [AEB] é metade da área de [ABCD]. Podemos mover B ou C 

sobre a construção para modificar o rectângulo segundo cada uma das dimensões.  

É verdade? Sempre? Porquê?  

Segundo.  
Construímos um rectângulo [ABCD] e tomámos um ponto E do seu interior e de tal 

modo que o triângulo [AEB] é rectângulo em E.  

 

 

Clicando na figura, acedemos a uma construção dinâmica que nos permite conjecturar 

que a soma das áreas de [AEB] e [CDE] é metade da área de [ABCD]. Podemos mover 

E sobre a semicircunferência de diâmetro[AB]. E também podemos mover B ou C sobre 

a construção para modificar o rectângulo segundo cada uma das suas dimensões.  

 

Como exercício simples, propomos que estude e explique as construções geométricas e 

demonstre a validade da conjectura. 
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3.1.05 

Pontos e rectas notáveis de um triângulo  

 

Seguimos uma lição de Puig Adam  (Anexo 4) e fizemos um certo número de construções 

dinâmicas com o Cinderella. Veja a lição e faça os exercícios propostos. 

Circunferência circunscrita. Circuncentro.  

Ortocentro. Um lugar geométrico interessante (ortocentro)  
Um resultado de invariância de áreas de triângulos  

Circunferência inscrita. Incentro.  
Circunferências exinscritas.Exincentros.  

Triângulo órtico  

Seis pontos notáveis da circunferância circunscrita.  
Circunferência dos nove pontos ( de Feuerbach ou de Euler)  

Baricentro de um triângulo. Um lugar geométrico (para o baricentro).  
Recta de Euler. Recta de Simson.  

Da lição de Puig Adam, escolhemos 8 exercícios para propor aos leitores. São eles: 

1. Demonstrar que as paralelas a dois lados de um triângul o que 

passem pelo baricentro dividem o terceiro lado em três partes iguais.  

2.Demonstrar que a recta que une o vértice A de um triângulo [ABC] 
com o incentro I corta a circunferência circunscrita num ponto P 

equidistante de B, de I e de C.  
3. Em que circun stâncias é que os quatro lados de um quadrilátero 

determinam dois a dois quatro triângulos dos quais as circunferências 
circunscritas passam por um mesmo ponto M? Enunciar e demonstrar 

o resultado.  
4. Demonstrar que os circuncentros dos quatro triângulos e m que um 

quadrilátero convexo fica dividido pelas suas diagonais são vértices 

de um paralelogramo.  
5. Construir um triângulo de que se conhece um lado e duas 

medianas  
6. Demonstrar que o triângulo dos exincentros é sempre acutângulo.  

7. Demonstrar que a re cta de Simson relativa ao ponto P está a igual 
distância de P e do ortocentro H.  

8. Construir um triângulo de que se conhece os pontos médios dos 
seus lados. E um pentágono? E um heptágono? O que se passa se o 

polígono tiver um número par de lados?  

O que é espantoso é que, apesar de ser um texto muito escondido e perdido, mais de um 

ano sobre a primeira publicação, Andreia Figueiredo leu-o até ao fim e enviou-nos a 

resolução de uma parte do oitavo exercício proposto. Até nós o tínhamos esquecido. 

http://geometrias.blogspot.com/2005_01_02_archive.html
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 9.1.05 

Recta de Droz-Farny  

 

No artigo anterior, apresentámos construções dinâmicas (animações, mesmo em 

alguns casos) relativas aos pontos e rectas notáveis de um triângulo. Os casos 

espantosos das rectas de Euler (colinearidade dos baricentro, ortocentro e 

circ uncentro de um triângulo) e de Simson (colinearidade dos pés das 

perpendiculares aos lados de um triângulo tiradas de um ponto da circunferência 

circunscrita) foram apresentados então. Com o Cinderella estes resultados 

adquirem um novo interesse. Ao trabal har com o Cinderella, pode acompanhar por 

coordenadas e equações respectivas (a um referencial sempre presente) cada 

passo da construção ( Vistas -  Texto da Construção ) e, se tiver feito a construção 

com todo o cuidado, pode obter a confirmação de que um do s pontos pertence à 

recta que passa por dois dos pontos notáveis que a definiu ( Vistas -  Janela de 

Informações ). Não se trata, nestes casos, de simples constatação visual ou 

informação para apoiar uma conjectura.  

No volume 4(2004) do Forum Geometricorum  foram publicados recentemente 

dois artigos sobre o Teorema de Droz -Farny, a saber:  

A Purely Synthetic Proof of the Droz -Farny Line Theorem, de Jean -Louis Ayme  e A 

Projective Generalization of the Droz -Farny Line Theorem, de Jean -Pierre Ehrmann 

e Floor van Lamoen que me chamaram a atenção para um certo número de 

resultados que podem ser confirmados através de construções com o C inderella. Já 

depois de ter feito algumas construções, e, quando me preparava para publicar as 

primeiras, encontrei várias construções e animações (applets) com Geometer's 

SketchPad , Cabri Géomètre  e outras aplicações que não reconheço. Há muitos 

materiais úteis para a sala de aula feitos com essas aplicações (em português 

também) e delas iremos dando conhecimento por aqui. Aliás, os meus alunos do  
11º ano trabalham com o GSP em ambiente de sala de aula, uma vez por semana.  

Em 1899, o suiço Arnold Droz-Farny publicou, sem demonstrar, o teorema de que 

apresentamos o seguinte enunciado apoiado em figura:  

Duas rectas perpendiculares que passem pelo ortocentro de um triângulo [ABC], cortam as 

rectas dos lados em X e X', Y e Y', Z e Z' (como mostra a figura abaixo). Nestas condições, os 

pontos médios M de [XX'], N de [YY'] e P de [ZZ']são colineares.  

 

  

 

 

 

 

 

  

http://forumgeom.fau.edu/FG2004volume4/FG200426.pdf
http://forumgeom.fau.edu/FG2004volume4/FG200427.pdf
http://forumgeom.fau.edu/FG2004volume4/FG200427.pdf
http://forumgeom.fau.edu/FG2004volume4/FG200427.pdf
http://www.keypress.com/sketchpad/
http://www.keypress.com/sketchpad/
http://www-cabri.imag.fr/
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Se clicar sobre a figura, tem acesso a uma construção que pode manipular (quer movendo os 

pontos A,B e C quer movendo Y'X'. Se puder fazer a construção com o seu Cinderella, no seu 

computador, não se esqueça de abrir desde início o texto da construção e a janela de 

informações. Quando, ao fim da construção mandar passar uma recta por M e N (por 

exemplo), a janela de informações confirmará que o ponto P também está sobre MN, isto é, 

confirmará que M, N e P são colineares.  

 

O artigo do Forum Geometricorum aqui citado em primeiro lugar contempla, pa ra 

além da demonstração sintética do teorema, uma pequena resenha biográfica de 

Arnold Droz -Farny. Esperamos também ter chamado a atenção para o Forum 

Geometricorum . Com uma simples inscrição pode receber g ratuitamente 

informação sobre o que lá vai sendo publicado e pode também gratuitamente 
carregar os artigos (em.pdf ou .ps)  

 

 

 

 

http://forumgeom.fau.edu/
http://forumgeom.fau.edu/
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13.1.05 

Ponto de Miquel  

 

No artigo anterior sobre a recta de Droz -Farny, refere - se Jean -Louis Ayme e a sua 

demonstração sint ética do Teorema de Droz -Farny, publicada no Forum 

Geometricorum. Nesta demonstração, J -L Ayme recorre a um Teorema de 

Miquel*  que enuncia assim: Se marcarmos um ponto sobre cada um dos lados de 

um triângulo e tormarmos a circunferência que passa por cada vértice e pelos dois 

pontos marcados nos lados adjacentes, obtemos três circunferências que se 

intersectam num ponto. Diz ainda J -L Ayme, na pequena nota, que muito poucos 

geómetras contemporâneos de Miquel tiveram consciência de que o resultado de 

Miquel daria origem a um sem número de teoremas. Há referências a resultados 

atribuídos a Miquel, mas não encontramos notas biográficas. Por exemplo na 

enciclopédia mathworld -  letra M , podemos  encontrar sete entradas com o nome 

de Miquel -  Miquel Circles, Miquel Equation, Miquel Five Circles Theorem, *Miquel's 

Pivot Theorem, Miquel Point, Miquel'Theorem e Miquel Triangle.  

Esta referência lembrou -nos que já tínhamos feito uma construção sobre o  ponto 

de Miquel, sugerida pelo Dicionário de Geometria Curiosa de David Wells  que foi 
editado em Portugal pela Gradiva .  

Tomemos quatro rectas a, b, c e d concorrentes duas a duas. Ficam definidos quatro triângulos 

cujas circunferências circunscritas se intersectam num ponto M, a que chamamos ponto de 

Miquel. Melhor ainda: Há uma circunferência que passa pelos quatro circuncentros e, por 

onde?, pelo ponto de Miquel.  

 
Figura de J -L Ayme   

Se clicar sobre a figura, tem acesso à nossa construção. Pode movimentar as rectas na figura. 

Pode tentar demonstrar o resultado, para além de fazer a sua própria construção com o 

Cinderella.  
Nota:  

Auguste Miquel; Mémoire de Géométrie, Journal de mathématiques pures et 

appliquées de Liouville 1 (1838) 485 -487.  

E desafiamos o leitor a procurar a biografia de A. Miquel, bem como referências a 

Miquel. Bem merece ser conhecido -  diz o companhe iro Aurélio -  embora acrescente 

que há outras coisas divertidas para fazer na vida.  

http://mathworld.wolfram.com/letters/M.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_01_09_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_01_09_archive.html
http://www.cinderella.de/tiki-index.php


13 
 

Básico - Construção de Triângulos (I) 

 

No ensino básico, aprendem -se muitas coisas sobre ângulos e triângulos. Devia ser 

tudo acompanhado de muito desenho e raciocínios g eométricos apoiados em 

instrumentos de desenho. Infelizmente, a utilização de instrumentos de desenho 

está a ser cada vez menos frequente e começamos a aceitar que os estudantes não 

tragam consigo as ferramentas próprias do trabalho -  régua, esquadro, comp asso, 

transferidor. Do ponto de vista formativo (e ao contrário do que se pensa muitas 

vezes) desenhar ilustrações de pensamentos sem preocupações de rigor não ajuda 

à abstracção. Ainda menos ajuda se os estudantes não verbalizarem os 

pensamentos e os não escreverem completamente na língua em que pensam. Parte 

das falhas podem ser colmatadas pelo uso de programas informáticos (como o que 

aqui usamos) já que os estudantes terão de escolher ferramentas de desenho para 

cada construção e simulam completamente a  actividade que deviam desenvolver e 

já não desenvolvem no ambiente de lápis e papel.  

Na sala de aula, os estudantes devem fazer algumas construções com cuidado e devem ser 
chamados a fazer raciocínios geométricos que as apoiam.  
Aqui deixamos uma construção do triângulo dados os seus lados. O desenho final no quadro 
seria assim:  

  

Em primeiro lugar, a construção a branco sobre o fundo negro do quadro é bonita. 

E resulta de trabalho pensado. Vamos construir, a partir de um ponto A do quadro, 

um triângulo  [ABC] de lados previamente estabelecidos -  a, b e c -  em que a é o 

lado oposto ao vértice A, b o lado oposto ao vértice B e c o lado oposto ao vértice 

C.  

Assim, B deve estar à distância c de A, isto é, deve estar sobre uma circunferência 

de centro em A e  raio igual a c. Com o compasso, posso transportar o comprimento 

c. (Cada ponta do compasso sobre um extremo de c e leva -se o compasso até A 

mantendo a abertura do compasso. Com a ponta seca sobre A, desenha -se a 

circunferência que queremos). B pode ser um  ponto qualquer desta circunferência. 

Se quero que C esteja à distãncia b de A, basta desenhar a circunferência de centro 
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em A e raio b. C deverá estar sobre essa circunferência. Mas onde? Bem, tem de 

estar nessa circunferência mas ao mesmo tempo na circun ferência de centro em B 

e raio a. Não é? Façamos os transportes todos.  

 

Bem. Isso é o que deve fazer para construir o triângulo.  

Agora pode clicar sobre o nosso desenho final (branco sobre o negro do quadro) para ter 
acesso à nossa construção dinâmica. E, como pode manipular a figura deslocando os pontos a 
verde, deve poder verificar se há sempre triângulos quaisquer que sejam a, b e c. E se não há, 
quando é que isso acontece? E quando há... qual é a relação entre os lados a, b e c?  
Está a ver a utilidade da geometria dinâmica? Gosto muito de quadros negros e de 
instrumentos de desenho, mas isto é muito potente, não é?  

Básico - Construção de Triângulos (II) 

 

 

Para ver a nossa construção dinâmica, bastará clicar sobre a nossa figura.  

Nesta construção, é importante lembrar que afinal só transportamos segmentos. Não é? 

De facto, para transportar o ângulo usamos o compasso para, em primeiro lugar, 

desenhar duas circunferências de igual raio uma com centro no vértice do ângulo dado 

e outra no vértice do triângulo a construir. E, depois, sobre a cirucnferência de centro 

no vértice do ângulo a transferir, transferir a sua corda cujos extremos são os pontos 

de intersecção com os lados (em circunferências iguais, a cordas iguais correspondem 

iguais ângulos ao centro).  

Algumas outras construções que proporemos podem aguçar o apetite para estes 

assuntos básicos de geometria dos triângulos.  
Assisti recentemente a uma aula em que o professor se esforçou para que alunos 

do 7º ano de escolaridade fizessem construções  rigorosas. Podia ter escolhido 

melhor os exemplos e podia ter dado mais tempo para que os alunos fizessem as 

construções. Mas, pelo que vi, é certo que os estudantes têm ideias preconcebidas 

sobre o trabalho com ferramentas e não as levam para a sala de a ula. E é verdade 

também que não escrevem. Reparei também que os estudantes dão definições 

decoradas como respostas a perguntas que dependeriam da observação do que 
lhes é mostrado. Está difícil.  
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14.1.05 

Básico - Construção de Triângulos (III)  

 

Desafio:  

Reconstruir um triângulo de que se conhece um vértice e as rectas que contêm as suas 

bissectrizes.  

 

Sugestão.  
Desenhe um triângulo e as suas bissectrizes (que se intersectam no incentro)dos 

ângulos internos. Pense em usar a perpendicular à bissectriz tirada pelo vértice do 

ângulo. Pode confirmar o que se pretende com a nossa construção:  

 
Sugestão: resultado com bissectrizes de um triângulo  

 

 

Resposta ao desafio:  
Se não tiver reconstruído o triângulo, pode ver a nossa construção com Cinderella.  

http://geometrias.blogspot.com/2005_01_09_archive.html
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Construção dinâmica de um triângulo dados um vértice e as três bissectrizes  

 

 

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_01_09_archive.html
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Básico - Construção de Triângulos (IV)  

 

Desafio:  

Reconstruir um triângulo de que se conhecem um vértice e as rectas que contêm a mediana, a 

altura e a bissectriz por ele tiradas.

 

Pode estudar a nossa resolução: 

 

Reconstru ção  

 

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_01_09_archive.html
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Outro(s) desafio(s): 

 

 

Construir um triângulo de que se conhecem os comprimentos de uma altura e dois outros 

elementos. 

Considere -se um triângulo [ABC], em relação ao qual adoptamos as seguintes 

designações: a=BC, b=AC, c=AB e h' a altura tirada  a partir de A.  

1) Dados a, b e h'  

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_01_09_archive.html
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2) Dados b, c e h'  

 

 

 

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_01_09_archive.html
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3) Dados b, ângulo B e h'  

 

 

 

 

4) Dados ângulo B, ângulo C e h'  

5) Dados a, ãngulo B e h'  

http://geometrias.blogspot.com/2005_01_09_archive.html
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6) Dados b, ângulo A e h' -  solução de Sofia Canoso  

 

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_01_09_archive.html
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17.1.05 

Cardióide 

 

A curva da animação abaixo foi desenhada por Dührer (o meu ídolo, este sim!) antes 

de Étienne Pascal (pai do mais conhecido Pascal, de nome próprio Blaise ) a quem é 

atribuída.  
Limaçon de Pascal   

Toma -se um ponto A fixo numa dada circunferência e um ponto M q ue se move 

sobre a circunferência. Se tomarmos dois pontos P e Q da recta AM que estão a 

igual distância de M, estes descrevem o caracol enquanto M dá a volta à 

circunferência.  

Pode descrever de outra forma a obtenção deste lugar geométrico. Há mais do qu e 

uma.  

 

 

 

 

Quando |PM| e |MQ| são iguais ao raio da circunferência de partida 

(|PM|=|MQ|=|AO|), obtemos um caracol especial a que damos o nome de 

cardióide  (o mais conhecido dos caracóis de Pascal, por razões do coração que a 

razão desconhece).  
 
(*) Edua rdo Veloso; Geometria -  Temas actuais (Materiais para professores), IIE. 

Lisboa:1998  

 

A partir da página 162, sob o título "Curvas planas e mecanismos" são 

apresentadas várias definições para a cardióide, são contadas as histórias (que eu 

tinha reduzido a  pouco pela consulta do Dicionário de Goemetria Curiosa) e 

apresentados diversos processos. Veloso inclui mesmo o processo de Dürer para 

construir o caracol de Pascal. Pode ser que ainda venha a tentar fazer a construção 

em Cinderella.  
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19.1.05 

Duas astróides  

 

Tomamos um ponto P(x,y) a mover-se sobre uma circunferência de centro O. A astróide 

vermelha é envolvente das rectas a vermelho (cortadas na figura) que passam pelos 

pontos (x,0) e (0,y).  

A astróide azul é envolvente das rectas perpendiculares às vermelhas (em cada posição 

de P)  

 

 

 

 

Veja a animação, clicando sobre a ilustração.  

 

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 -1716) fundou a teoria das envolventes em 1692 

com De linea ex lineis numero infinitis ordinatim ductis inter se concurrentibus 

easque omn es tangente. Parte das construções e animações que gostámos de fazer 

e gostamos de olhar referem -se a envolventes. Podem encontrar muitos resultados 

e sugestões em  

Dörrie, Heinrich ; 100 Great Problems of Elementary Mathematics. Dover 

Publications. New Yor k: 1965.  

Nessa obra podemos encontrar definições das astróides como envolventes e o 
trabalho algébrico de determinação das suas equações tipo.  
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Elipse 

 

X desloca-se livremente em [AB]. O ponto P que desenha a elipse de focos, F1 e F2, é 

tal PF1=AX e PF2=XB. O eixo maior da elipse tem comprimento igual a |AB|.  

 

 

Tomemos um sistema de eixos coordenados (ortonormado) passando pelo centro 

da elipse, chamando 2c à distância entre os focos e 2a à distãncia entre os 

extremos do eixo maior. Relativamente a ess e sistema de eixos, os pontos P(x,y) 

da elipse respeitam a seguinte condição |PF1|+|PF2|=2a. 

 
Redescoberta de um método antigo 

 
Em Portugal saíram alguns livros importantes para o ensino da Geometria. O mais 

importante para os professores é Geometria - Temas Actuais(*) da autoria de Eduardo 

Veloso. A respeito das cónicas e da importância da tecnologia no ensino da geometria, 

recomendamos a leitura das páginas 109 e seguintes. Aqui introduzimos uma animação 

sobre uma construção da elipse (p. 114) na base de duas circunferências concêntricas. 

Tem interesse por ser um exemplo de método (re)descoberto graças ao Geometer's 

SketchPad. Veloso encontrou o mesmo método em obra de Carnoy, publicado em 1912.  

 

(*) Eduardo Veloso; Geometria -  Temas actuais (Materiais para professores), IIE. 

Lisboa:1998  
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20.1.05 

Elipse como envolvente  

 

Um ponto livre T que descreve uma circunferência está ligado a um ponto P interior a 

esta. A recta perpendicular a PT, em T, é constantemente tangente a uma elipse. 

Porquê?  

 

 

 

 

Para ver a animação que construímos, basta clicar sobre a ilustração. 
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21.1.05 

Elipse inscrita num paralelogramo  

 

Para apoiar a resolução de um problema - Construção de uma lata para ervilhas* - de 

uma aula do 11º ano, tentámos animações com GSP que exigiam um animação de um 

cilindro em cavaleira uma elipse inscrita num paralelogramo. Bem, como tentativa de 

melhorar o tentado, aqui se apresenta uma construção de uma elipse inscrita num 

paralelogramo. Estude a nossa construção e justifique a sua validade. Para ver a 

animação, basta clicar sobre a ilustração.  

 

 

 

 

 

* Ana Maria Brito Jorge, Conceição Barroso Alves, Graziela Fonseca e Judite 

Barbedo. Infinito 11A, parte 2 (p 14). Areal. Porto:  2003  

 

Dizia o problema qualquer coisa como: Para construir uma lata cilíndrica, destinada 

a comercializar ervilhas, são utilizados dois rectângulos de chapa um para a parte 

lateral e outra para os fundos ou bases. Sendo que a lata de ervilhas vai ter a 

capacidade de 1 litro, quais devem ser os diâmetros da base e a altura para que se 
gaste o mínimo de chapa metálica (lata)?  
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22.1.05 

O deslize da escada 

Imagine uma escada (uma barra rígida [AB]) e os meus pés (P) incapazes de fugir do 

degrau onde foram surpreendidos quando a escada começou a deslizar. Por onde 

andam os meus pés? (Qual é o lugar geométrico das posições do ponto P, fixo numa 

barra rígida [AB], quando as extremidades desta se deslocam sobre os lados de um 

ângulo qualquer?)  

 

 

 

Para ver a trajectória de P, pode mover o ponto A sobre a nossa construção (a que tem 

acesso clicando na figura). Também pode alterar a inclinação da parede onde A 

desliza.  

Já agora! O que é melhor? A manipulação interactiva sobre os pontos livres ou a 

observação do movimento automático numa animação?  

Outra situação   
 

E se em vez de pensar numa simples barra, tomarmos um triângulo rígido cuja base 

desliza tendo os seus vértices assentes nos lados de um ângulo? Qual será o lugar das 

posições do vértice oposto à base quando a base desliza?  
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23.1.05 

A hipérbole como envolvente  

 

Um ponto T que se move livremente sobre uma circunferência está ligado a um ponto P a ela 

exterior. A recta perpendicular a PT, em T, é tangente a uma hipérbole.  

 

Basta clicar sobre a ilustração acima para ter acesso à animação.  

 

A envolvente variável.   

 

É claro que esta animação aparece muito parecida com aquela primeira que apresentámos 

para a elipse. Apresentamos uma construção em que pode mover o ponto P do exterior para o 

interior da circunferência em que T se move.  

Mas a melhor ilustração para a situação ainda é ver o que se passa na esfera. Pode mover o 

ponto P do exterior para o interior da circunferência.  

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_01_23_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_01_23_archive.html
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24.1.05 

Hipérbole (cartesiana) 

 

Tomem-se duas perpendiculares, OX e OY, passando por O, que se toma para origem 

das coordenadas e seja U(1,0). X é um ponto livre de se mover sobre a recta OU. A 

construção auxiliar que é visível, de duas concorrentes OC e OX cortadas por duas 

paralelas XC e UD, em que |XC|=|OU|=1 e |UD|=|OY|, garante que, em valor 

absoluto, |UD|=|OY|=1:|OX|. O ponto P(x,y) é tal que y=1/x. P percorre uma 

hipérbole quando X percorre a recta OU.  

 

 

Clicando sobre a ilustração, tem acesso a uma construção interactiva. Mova X e 

verifique que P se desloca sobre a hipérbole, aqui construída como o lugar geométrico 

dos pontos (x,y) tais que y=1/x. 

Recomendamos a leitura do pequeno a rtigo A geometria analítica de Fermat e de 

Descartes pp 556 e seguintes da História da Matemática , de Carlos Sá, Fernanda 

Estrada, João Queiró, Maria do Céu Silva e Maria José Costa, publicada pela 

Universidade Aberta , em 2002. Ou, para cheirar também a es crita da época, ver  

Descartes; A Geometria.Prometeu. Lisboa:2001   

Neste caso da hipérbole, os cálculos do Cinderella para cada vez que deslocamos X 

(aos deslocamentos em xx correspondem deslocamentos em yy) não costuma 

apresentar complicações. O mesmo não  acontece na parábola, como verificará nas 

construções em futuros artigos.  

Para além do interesse formativo (e histórico) que estas construções têm, deve 

acrescentar - se que elas servem de esclarecimento aos problemas que a 

continuidade levanta e às limita ções dos programas computacionais para os 

enfrentar  
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31.1.05 

A curva do ingénuo  

 

Aquela a que chamámos a primeira experiência que fez nascer este "blog" não foi a nossa 

primeira experiência nem sequer a mais fascinante. As nossas descobertas(?), que iremos 

apresentar por aqui à medida do tempo disponível e das nossas desinibições têm a ver com 

tentativas de resolução de exercícios clássicos com o computador.  

Entre essas redescobertas, uma há que me fez deambular pelos belos livros com belos 

desenhos de curvas de Gomes Teixeira (Tratados de Curvas), bem como os de Fernando 

Vasconcelos (que Franco de Oliveira faz bem em lembrar na última Gazeta de Matemática, nº 

158, Janeiro de 2005) e que se encontram facilmente na biblioteca da Escola Secundária de 

José Estêvão onde trabalho e, obviamente, pelo menos nas bibliotecas das escolas da mesma 

idade.  

 

Ao fazer algumas experiências com o Geometer's SketchPad (GSP- software dinâmico para 

geometria, Key Curriculum Press), obtivémos uma curva tão simples quanto interessante, a 

seguir apresentada.  

 

 

 

 

Tomámos um ponto P livre sobre o segmento [AB] e as circunferências, uma de centro em M' - 

ponto médio de [AP] - passando por A e outra com centro em M'' - ponto médio de [M'B]- 

passando por B. O lugar geométrico dos pontos de intersecção das duas circunferências é a 

curva que encontrámos e nos propusémos estudar.  

 

Na altura, escrevemos:  

 

Com este estudo , chamamos a atenção para a potência formativa do conceito de 

http://geometrias.blogspot.com/2005_01_30_archive.html
http://www.prof2000.pt/users/secje/
http://www.prof2000.pt/users/secje/
http://clientes.netvisao.pt/arselio/Cindy0/curva.pdf
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lugar geométrico e para as potencialidades  de motivação e descoberta que o uso da 

tecnologia porporciona. Chamamos ainda a atenção para as diversas sugestões de 

trabalho que se podem fazer em geometria analítica e cálculo (com manejo de 

ferramentas de cálculo disponíveis no ensino secundário), com  incursões naturais 

em assuntos de história da matemática e para as diversas possibilidades de iniciar, 

de forma não artificial, os estudantes na pesquisa de informação com sentido, no 

estudo das nossas nacionais fontes e na criação de uma identificação do s nossos 

matemáticos e do nosso património cultural (quantas vezes presente em obras 

clássicas disponíveis nas escolas). Esperamos ter contribuído para mostrar que não 

é a introdução do uso da tecnologia no ensino secundário que enfraquece o 

trabalho com o  cálculo ou com quaisquer outros assuntos de abordagem 

necessária.  

Finalmente, pretendemos mostrar que as sugestões didácticas para o ensino da 

matemática dependem fundamentalmente do domínio de cada um dos conceitos 

matemáticos que devem ser mergulhados em cultura matemática, como parte do 

caldo cultural dos cidadãos.  

Esperamos ainda ter sugerido um caminho para a realização de projectos, usando 

tecnologia e criando interesse pela evolução histórica dos conceitos e no contexto 
dos seus autores.  

Nota final:  

Se houver alguém com paciência para seguir o texto (Anexo5) que então escrevemos sobre a 

curva do ingénuo e acrescentar, corrigir, propor outras interpretações ou outras abordagens... 

Para aceder à animação relativa ao lugar geométrico, basta clicar (como sempre) sobre a 

ilustração.  

2.2.05 

Hipociclóide tricúspide  

 

Os pés - R, S e T - das perpendiculares aos lados de um triângulo[ABC] tiradas por um 

ponto P da circunferência circunscrita são colineares. A recta que passa pelos pontos 

R, S e T toma o nome de recta de Simson. Fixado o triângulo e a sua circunferência 

circunscrita, há uma recta de Simson para cada ponto P da circunferência. Aqui se 

apresenta a envolvente dessas rectas de Simson. Para ver a nossa animação, basta 

clicar na ilustração:  

 

 

http://clientes.netvisao.pt/arselio/Cindy0/curva.pdf
http://geometrias.blogspot.com/2005_01_30_archive.html
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9.2.05 

Parábola Cartesiana  

 

 

 

 

Na figura, |OU|=1, |OX|=|UA|, UA e XB paralelas. E, em consequência, |OU|/|OX|= 

|XB|/|UA|, ou |XB|=|OX|^2.  

Tomou-se P, tal que |YP|=|OX| e |XP|=|XB|=|OX|^2.  

Quando X se desloca sobre o eixo horizontal (dos xx), P descreve um lugar geométrico 

dos pontos (x,y) tais que y=x^2.  

Clicando sobre a ilustração, tem acesso à construção e animação que fizemos e pode 

seguir as variações nas figura e na álgebra respectiva. O Cinderella não fornece, neste 

caso, a equação do lugar geométrico dos pontos P.  
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Parábolas cartesianas - de outro modo.  

 

Se em vez de utilizarmos as operações sobre segmentos feitas usando um feixe cortado 

por paralelas, usarmos a altura relativa à hipotenusa de um triângulo rectângulo como 

meio proporcional dos segmentos em que divide a hipotenusa, podemos facilmente 

obter pontos em que uma das coordenadas é o quadrado da outra.  

 

Na figura, 1=|OU|=|XA|. Se |OA| é o diâmetro de uma circunferência, [OTA] é um 

triângulo rectângulo em T e são semelhantes os triângulos [OTA], [OUT] e [TUA]. 

Concluirá facilmente que 1/|TU|=|TU|/|OX|, ou seja, |OX|=|TU|^2.  

 

 

 

 

Clicando na ilustração, pode obter as construções de parábolas e, neste caso, acontece 

que o Cinderella fornece as equações respectivas. Porque será?  

 

 

Estes dois últimos artigos podem e devem servir para estudar o problema das 

operações sobre segmentos e nada melhor que ler a história da geometria das 

coordenadas. Há informação bem desenvolvida e muito instrutiva em dois livros já 

cita dos em anteriores artigos, a saber, -  Descartes; A Geometria. Prometeu  -  e 

-  História da Matemática. Universidade Aberta -  que recomendamos 
vivamente.  
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Parábola como envolvente 

 

Um ponto T que se move livremente sobre uma recta está ligado a um ponto P, exterior 

à recta. A perpendicular a PT, em T, é tangente a uma parábola.  

Para aceder á nossa construção, basta clicar sobre esta ilustração.  
 

 

Estas construções das cónicas como envolventes de rectas correspondem às 

aproximações das cónicas que podemos obter por dobragens sucessivas de uma folha 

de papel. Pode experimentar obter por dobragens sucessivas as diferentes cónicas que 

foram sendo apresentadas.  

 

Parábola 

O ponto P está a igual distância de d (directriz) e de F (foco). Quando o ponto D se 

move sobre d, P desenha a parábola (a negro).  

 

Para ver a nossa animação, basta clicar sobre esta ilustração.  

A recta t (PM), mediatriz de PD é sempre tangente à parábola. A parábola é a 

envolvente das rectas t (exactamente como na construção da parábola como 

envolvente, do artigo anterior).  
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11.2.05 

Um problema de Euclides - exemplo  

 

Dada uma semi-recta AB e um segmento de recta CD, construir um ponto H na semi-recta AB 

de modo que os segmentos AH e CD sejam congruentes. 

 

Pode aceder à     nossa construção      [ ou outra: se não vir tudo bem na primeira, clique aqui  ]   

 

feita como resolução (com instrumentos euclidianos -  não há compasso que mantenha 

a abertura e transfira comprimentos; Postulado 3 -  dados dois pontos, há (e nã o é 

pouco) uma circunferência com centro num deles e a passar pelo outro ) do problema 

de transporte do segmento. Estamos a experimentar a exportação de exercícios interactivos. Se 

http://geometrias.blogspot.com/2005_02_06_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_02_06_archive.html
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as coisas correrem bem, pode tentar resover antes de ver, usando as ferramentas nele 

disponíveis. Sempre que tiver uma dúvida e precisar de ajuda, bastará clicar sobre a 

"ferramenta interrogativa(?)":-) e ser-lhe-á dada uma sugestão ou dado um passo em frente na 

construção. A todos quantos visitem a nossa construção, pedimos que nos informem sobre o 

que viram e o funcionamento do computador utilizado - alguns dos computadores que usamos 

mostram nada, outros mostram tudo menos as ferramentas e, por isso, ficamos sem poder dar 

o passo seguinte, outros mostram ferramentas esmagadas e quase irreconhecíveis, outros 

mostram tudo perfeito para nos dar esperanças??? que só saberemos se são infundadas ou 

fundadas quando as testemunhas independentes escreverem a contar o que viram ou não 

viram... 

 

Demonstração: 

 

 

 

Utiliza-se Elementos I.2 para encontrar o segmento AG congruente a CD. A circunferência com 

centro em A e passando por G (Post 3) intersecta a recta tirada de A para B. Seja H esse ponto 

de intersecção. Por definição de circunferência (Def 15) AH=AG. E como AG=CD, AH=CD (Noção 

comum 1)   c.q.d.  

 

Postulado 1  -  Traçar uma linha recta de qualquer ponto a qualquer ponto.  

Postulado 2  -  Prolongar continuamente uma linha recta numa linha recta.  

Postulado 3  -  Descrever um círculo com um dado centro e passando por um dado 

ponto.  

Definição  15  -  Círculo é uma figura plana contida por uma linha tal que todas as 

linhas rectas com extremidades nessa linha e num ponto contido na figura são 

iguais. Este ponto chama -se centro do círculo.  

Noção comum 1  -  Coisas iguais a uma terceira são iguais ent re si.  

Noção comum 2  -  Se iguais são adicionados a iguais então os todos são iguais.  

Noção comum 3  -  Se iguais forem subtraídos de iguais então os restantes são 

iguais.  

Elementos I.1  -  Sobre uma linha recta dada, construir um triângulo equilátero.  

Element os I. 2.  -  Problema: Dado um ponto A e um segmento de recta BC, 

construir um ponto F tal que o segmento AF é congruente com BC.  



37 
 

13.2.05 

No Trapézio  

 

A nova proposta de António Aurélio Fernandes, como 

modelo para parte das publicações, é esta:  

Colocamos um problema geométrico para ser resolvido 

por quem quiser pensar nisso e, caso saibamos ou 

aprendamos a resolvê-lo entretanto, passados oito dias, 

publicamos alguma resolução nossa ou que nos seja 

proposta.  

 

Escrevam comentários ou enviem-nos resoluções (com o 

cinderella, gsp, cabri,... ou de papel). É claro que 

aceitamos que nos proponham desafios.  

[O Eduardo Veloso perguntava-me recentemente, a 

propósito das intenções deste "blog", que exercícios não 

sabia eu resolver. São tantas as minhas dificuldades em 

Geometria, acrescidas da dificuldade das abordagens com 

os computadores!... Eu nem consegui ainda fazer uma 

simples "cindy-roulette (?)" para a ciclóide que ele propôe 

no seu livro Geometria  (já citado em vários artigos), 

imaginem bem! E não estou sozinho, ... digo eu.]  

Prometo que tentaremos resolver o que nos propuserem, 

pedir ajuda ou declararmo-nos derrotados, sempre que 

for caso disso. E não é pouco. Falem com a geometria. 

Sugiram ligações. Aceitamos todas as sugestões e 

conselhos. 
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A primeira proposta de trabalho é a construção de um trapézio conhecidos os seus lados. E 

mais: Que condições devem ser satisfeitas por quatro segmentos para que haja um trapézio 

que os tenha por lados? [Para que 3 segmentos sejam lados de um triângulo, basta que 

verifiquem aquela condição de cada um deles ser menor que a soma dos outros dois. E aqui?]  

 

 
Casimiro e Mariana Sacchetti fizeram uma bela construção que nos 

enviaram.  

 
Parabéns aos dois.  

 

Nós transformámos a proposta em exercício interactivo para ser resolvido com poucas 

ferramentas - ponto, recta a passar por dois pontos, compasso. Mantemos o balão de bd com o 

"?" para o caso de querer sugestões ou para ver a construção passo a passo, bem como a "<-" 

de voltar atrás em algum passo. Esperamos que goste.  

Comentários? Diga-nos se correr mal. Diga-nos se correr bem.  

http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
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Há um ano atrás, colocámos aos alunos do 10º ano, o problema de construir em verdadeira 

grandeza, o polígono que se obtinha quando se cortava um cubo por um determinado plano. 

Tratava-se de determinar a secção e construir   um certo trapézio isósceles (*). Fez-se então 

uma pequena reflexão a respeito do assunto (e do uso a dar ao papel quadriculado) que se 

pode reviver agora. O problema que ora propomos é o mais geral.  

 

 

 

 

(*) http://www.prof2000.pt/users/adam/Matemati cA/Geometria/Exemplos3.htm

http://www.prof2000.pt/users/adam/MatematicA/Geometria/Exemplos3.htm
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(I) - Pontos, rectas e circunferências  

 

Traçar por um ponto A de uma recta r uma circunferência tangente em r a A e que 

passa por um ponto B exterior a r. 

(Proposta de Puig Adam e Aurélio Fernandes) 

 

Mariana S. enviou -nos esta ilustração  

 

     

 

acompanhada deste texto:  

1. Desenhei a recta b perpendicular a r no ponto A (ela irá conter o centro da 

circunferência)  

2. Desenhei o segmento de recta [AB] (c)e a r ecta d perpendicular a [AB] no ponto 

B  

3. C é o ponto de intersecção de d e b.  

4. Como o ângulo ABC é recto está inscrito na semicircunferência de centro D, 

ponto médio de [AC], e diâmetro [AC].  

 

Para ver a construção e manipular a recta e os pontos, basta clicar sobre a ilustração. 

 
Este exercício é mais rico do que parece. De facto, a resolução da 
Mariana S. não é a única e, em meu entender, não é a mais natural. 

Tem muito interesse saber porque é que para esta ou aquela 
construção (ou problema), cada um  mobiliza este ou aquele conceito 

ou noção ou método ou processo. Gosto disto.  
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(II) - Pontos, rectas e circunferências  

 

São dadas duas rectas paralelas, a e b, e um ponto P. Traçar a circunferência tangente 

às duas rectas e que passa por P. 

(Proposta de Puig Adam e Aurélio Fernandes) 

 

Henrique  escreveu no seu comentário:  

 

O centro da circunferência tangente a duas rectas paralelas, tem de estar sobre um 

recta equidistante das primeiras. Depois, é preciso que o raio seja igual a metade 

da distância entre as rectas, sendo essa também a distância do ponto P ao centro. 

Não é?  

 

E aqui fica a construção que respeita o comentário.  

 

Julgamos poder afirmar que só há circunferência nas condições descritas quando P 

está entre as duas rectas paralelas. Não é?  

 

 

 

Tomamos um ponto qualquer de uma das rectas, A sobre a, e por ele uma recta 

perpendicular a a. A distãncia entre as duas rectas a e b é |AB|. Pelo ponto médio 

de [AB],C, tomemos a recta pa ralela às duas a e b. Qualquer circunferência 

tangente a a e b terá o seu centro sobre essa paralela que passa por C, sendo o 

seu raio |AC|.  

 

Bastará, agora tomar uma circunferência de centro em P e raio |AC|. O centro da 

circunferência que passa por P e é  tangente às rectas a e b. O raio é |AC|.  

 

Para ver a construção basta clicar sobre a ilustração. Na construção pode mover o 

ponto P.  



42 
 

(III) - Rectas e circunferências  

 

Traçar uma circunferência de raio r dado que seja tangente a duas rectas concorrentes dadas. 

(Proposta de Puig Adam e Aurélio Fernandes) 

 

 

 

Resolução enviada por Brigite Simões da Silva em carta publicada em 29 de Maio de 2005. 

 

Resolução enviada por Brigite Simões da Silva em carta publicada em 29 de Maio 
de 2005.  

 

 
Se quer ver a construção proposta por Brigite Silva, basta clicar aqui ou sobre a 

ilustração.  

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
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(IV) - Rectas e circunferências  

É dada uma circunferência de centro C e raio s; é dada uma recta m. Traçar uma 

circunferência de raio r dado que seja tangente à recta m e à circunferência de centro 

C. 

(Proposta de Puig Adam e Aurélio Fernandes) 

 

Para ter acesso e tentar resolver o exercício ou ver a nossa resolução, basta clicar 

sobre a ilustração. Utilize as ferramentas que estão disponíveis (a ferramenta de traçar 

perpendicular actua seleccionando um ponto e uma recta). Se precisar de alguma ajuda 

ou quiser ver a nossa resolução, carregue na ferramenta interrogativa. 

  

 



44 
 

(V) - Raios de Circunferências  

 

São dadas duas circunferências: uma de centro A e raio s, outra de centro B e raio t. 

Traçar uma circunferência de raio r dado que seja tangente a duas circunferências dadas, 

(Proposta de Puig Adam e Aurélio Fernandes) 

 

Pois! Sofia Isabel Fonseca Miranda  escolheu este problema e apresentou uma 

resolução que aqui se publica.  

 

 
 

Para ver a construção dinâmica de Sofia Isabel, basta clicar sobre a ilustração.  

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
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(VI) - Pontos, rectas e circunferências  

 

São dados uma recta, um ponto A sobre a recta e uma circunferência de centro B. Traçar a 

circunferência tangente à recta em A e tangente à circunferência de centro B. 

 

 
(Proposta de Puig Adam e Aurélio Fernandes) 

 

 

Vam os começar a experimentar apresentar, por norma, propostas de exercícios 

interactivos em resposta aos desafios. Pode tentar resolver usando as ferramentas 

que se mostram disponíveis e, caso precise de ajude para dar um primeiro ou 

segundo passo, clicar no balão interrogativo e aceitar o passo (ou recusá - lo, há um 

rectângulo com uma seta para a esquerda para isso mesmo) para prosseguir até ao 

final.  

Agradecemos a Ulli Kortemkamp, um dos autores do Cinderella, o apoio que nos 

tem dado e que resolve parte dos nossos problemas -Java entre plataformas, 
incluíndo a questão dos acentos do português.  

 

 

Feita esta observação (para nós necessária), experimente o     exercício que pretende responder 

ao problema de construção     posto pelo enunciado que encima este artigo. 

Pedimos desculpa pelas gralhas nos comentários (da consola do exercício) e mesmo por 

alguma falta de clareza que deles transpira. Desculpado isto que há-de vir a ser corrigido, para 

além de se divertirem a resolver o exercício, digam como é que vêem o desenrolar da coisa em 

cada computador. Será uma grande ajuda. 

 

 

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
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(VII) - Circunferências  

 

São dadas três circunferências iguais, tangentes duas a duas. Determinar os centros e os raios 

das duas circunferências que são tangentes, uma interiormente, outra exteriormente, às 

circunferências dadas. 

(Proposta de Coronnet, Puig Adam e Aurélio Fernandes)  

 

 

Num comentário que pode ler -se em anexo, a Mariana escreveu: Se resolvi bem, o 

centro  de ambas as circunferências é a intersecção das medianas do triângulo 

equilátero cujos vértices são os centros das três circunferências tangentes duas a 

duas. O raio da circunferência interior é a distância do centro de gravidade do 

triângulo ao seu vérti ce menos o raio das cicunferências dadas. O raio da exterior é 

a soma da mesma distância com o raio das circunferências dadas. (Está bem?)  

 

Interpretando o que a Mariana escreveu, construímos uma solução a que demos a 

forma de exercício interactivo (porque  é assunto sobre o qual nos interessa muito 

recolher informações).  

 

Experimente uma das versões seguintes:  

 <   A primeira  >   

ou  

  <   A segunda   >   

 

Uma delas dará boa conta do exercício.  

http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_02_13_archive.html
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O que sugere esta proposta? 

 

Se as três circunferências iniciais não forem iguais? Em que condições elas são tangentes 

duas a duas? Como encontrar as tangentes às três? Se existirem, as circunferências 

tangentes interior e exterior são concêntricas? 

 

E se tomarmos quatro (ou cinco, ou seis, ...) circunferências tangentes duas a duas (iguais ou 

diferentes) haverá circunferências tangentes interiormente e exteriormente a todas elas? Em 

que condições? 
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22.2.05 

Um erro corrigido 

 

Nestes últimos dias, gastei muito do meu tempo a tentar melhorar a visualização para os 

exercícios interactivos. E tantas vezes repeti alguns que descobri um erro no exercício de 

transporte de comprimentos à Euclides . Ninguém deu pelo erro, mas ele lá esteve muito tempo 

- garanto eu. Peço a quem tenha paciência que verifique não só o exercício de transporte mas 

também o desempenho da coisa no seu computador. Tenho duas versões em dois servidores 

para ver qual delas é melhor. Hoje fui a uma reunião ao Departamento de Matemática e estive 

a verificar qual versão se vê melhor no computador Virgínial. Isto é complicado. Na Escola José 

Estêvão, em dois computadores vizinhos e ambos com sistemas win xp vêem-se coisas 

diferentes. 

Para seguir o exercício, basta ir clicando na ferramenta - balão interrogativo - da segunda linha 

e ir lendo o texto que vai aparecendo na janela em primeira linha que acompanha a evolução 

da construção em terceira linha. 

5.3.05 

O que tem acontecido? 

 

A um visitante distraído pode parecer que o blogeometria tem estado parado e que o 

último artigo é do dia 22 do mês passado - Um erro corrigido. As aparências enganam. 

Nesse mês de Fevereiro, desde o dia 11 com Um problema de Euclides, e nesta 

primeira semana de Março, ganhámos várias tentativas de construção e a várias mãos. 

É preciso ir seguindo as diversas resoluções dos problemas que tinham sido propostas - 

sobre os artigos respectivos. E convém dizer que conseguimos aprender alguma 

geometria e formar opinião sobre questões de ensino da geometria, resolver alguns 

problemas e corrigir algumas das nossas dificuldades com o Cinderella e a publicação 

em .html. 

Estamos convencidos que a aprendizagem da geometria está muito prejudicada 

com a falta de prática em construções geométricas de régua e compasso. E 

começamos a ficar convencidos que essa falha tem também consequências 

dramáticas ao nível do desenvolviment o dos raciocínios hipotético -dedutivos em 

geral. Resolver problemas construtivos era (em tempos e será ainda hoje) 

provavelmente a melhor fonte de motivação: desenhar fazendo tentativas, 

decompor em passos, criar nexos lógicos, etc. A geometria dinâmica -  com recurso 

a computadores e programas como o Cinderella, o SketchPad e o Cabri ou fazendo 

experiências várias com diversos materiais manipulativos -  permite retomar uma 

tradição de aprendizagem de construções e, mais que isso, permite fazer 

experiências p ara conjecturar que construção, quais os seus passos essenciais,... 

enfim, conjecturar um resultado e fazer uma demonstração. Por exemplo, é 

formativo verificar a resolução do exercício (VI) -  Pontos, rectas e 

circunferências  seguindo a proposta de roteiro  feita por mim e mais formativo 

será provavelmente ver como é que manipulando os dados no GSP (se bem me 

http://geometrias.blogspot.com/2005/02/um-problema-de-euclides-exemplo.html
http://geometrias.blogspot.com/2005/02/um-problema-de-euclides-exemplo.html
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lembro!), escolhi aquela construção como boa, respondendo a um desafio de 

Aurélio Fernandes.  

Para ficarmos mesmo bem, só nos falta receber mais notícias sobre o que se vê e como 

se vê o que damos a ver. Mas isso não depende de nós.  

6.3.05 

Teorema de Pascal 

 

N'O Dicionário de Geometria Curiosa, publicado pela Gradiva (nº 23 da Colecção O Prazer da 

Matemática), David Wells escreve: 

Blaise Pascal descobri u o seu famoso teorema com a idade de 16 anos, em 1640, e 

publicou -o num opúsculo intitulado Essai pour les coniques. O teorema afirma que 

se partirmos de um hexágono inscrito numa cónica, então os três pontos 

nos quais os pares de lados opostos se encontr am ficam alinhados . Se os 

pontos do hexágono forem designados por ABCDEF, então AB e DE serão lados 

opostos intersectando -se num ponto X e assim por diante. A recta XYZ é a recta 

de Pascal .  

Para um hexágono inscrito em ziguezague, os pontos de encontro fic am dentro da 

cónica e a figura parece -se muito com a figura do Teorema de Papo. Na realidade, 

o Teorema de Papo é um caso especial do teorema de Pascal em que a cónica 

degenera num par de linhas rectas. Se o hexágono for desenhado de uma maneira 

mais norma l, então os três pontos colineares ficarão fora da cónica.  

Por definição, o Cinderella determina uma cónica qualquer dados cinco dos seus 

pontos e, também automaticamente, determina a circunferência que passa por três 

dos seus pontos. A circunferência fica  também determinada dado o centro e um dos 

seus pontos ou dado o centro e o raio.  

O que até agora não consegui resolver foi tomar um sexto ponto de uma cónica 

definida por cinco pontos. É claro que podem determinar - se seis pontos sobre uma 

circunferência dada.  

 

Apresenta -se a construção relativa ao Teorema de Pascal para seis pontos de uma 

circunfer ncia .  

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_03_06_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_03_06_archive.html
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 Depois de aceder a essa antiga construção pode mover os pontos sobre a 

circunfer ncia para verificar que os 3 pontos de intersecção dos lados opostos se 

mantêm sobre a mesma recta, sendo natural esperar que os pontos de intersecção 

saiam rapidamente dos limites da folha.  

 

Recentemente, para uma sessão de demonstração do Cinderella, os  professores da 

Escola José Estêvão que a promoveram propunham alguns problemas para serem 

resolvidos. Entre eles, apareciam as construções relativas ao Teorema de Pascal e 

ao seu dual -  Teorema de Brianchon. E voltei a enfrentar a tal dificuldade 

insuperá vel do sexto ponto sobre a cónica definida por cinco pontos. Então propus 

uma verificação interessante para mim. Tomava cinco pontos sobre uma cónica e 

um sexto ponto. Fazia toda a construção e unia por uma recta dois dos pontos de 

intersecção dos lados op ostos do hexágono. Podia ver -se que sempre que 

aproximava o meu sexto ponto da cónica, o terceiro ponto das intersecções de 

lados opostos se aproximava da tal recta previamente traçada pelos outros dois. E 

aproveitava para falar da minha limitação sempre n a esperança de que alguém 

avançasse com algum palpite novo.  

 

Nada mais aconteceu a este respeito. E decido -me, agora, a publicar uma 

construção referida a o que poderia chamar um recíproco  do Teorema de Pascal .  

 

 

 

 

Tomo 3 pontos G, H e I sobre uma recta e, a partir deles e de 3 pares de rectas 

neles concorrentes, reconstruo um sextuplo de pontos tal que a cónica defin ida por 

cinco deles passa pelo outro.  

Tem interesse, penso eu, já que permite, manipulando os pontos da figura, ver as 

diversas cónicas e em que condições a recta de Pascal atravessa (ou não) a cónica 

em cada caso. Também se pode procurar a posição em que a cónica degenera e se 

fica com a construção relativa ao teorema de Papus.  

http://geometrias.blogspot.com/2005_03_06_archive.html
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Teorema de Brianchon  

 

Para passar do teorema de Pascal para o seu dual - o teorema de Brianchon, basta 

permutar as palavras recta e ponto. 

 

No teorema de Pascal, temos pontos sobre uma cónica e referimo-nos aos lados do 

hexágono inscrito. No teorema de Brianchon, teremos rectas tangentes a uma cónica e 

podemos referir-nos então a um hexágono circunscrito a uma cónica. No teorema de 

Pascal, pares de lados opostos do hexágono intersectam-se em três pontos que estão 

sobre uma mesma recta. No teorema de Brianchon, pares de pontos ou vértices opostos 

unem-se em rectas que passam por um mesmo ponto. 

 

Brianchon publicou o seu teorema em 1810, tendo provado também que os lados do 

hexágono que circunscreve a cónica podem tomar-se por qualquer ordem. 

 

Teorema de Brianchon - Num hexágono circunscrito a uma cónica, as rectas unindo 

pares de vértices opostos passam por um ponto. 

Como construir um hexágono circunscritível a uma cónica (que não 
seja a circunferência)?  

Como construir uma cónica tangente a seis rectas dadas?   
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13.3.05 

3,14 - Dia do   ́  - uma "rectificação" 

 

Para comemorar o dia do ̄ nada melhor do que tentar arranjar um segmento .̄ Não acham? 

 

 

Com régua e compasso, é impossível determinar um segmento de recta de comprimento 

exactamente igual a uma dada circunferência*. Porquê? 

Mas pode fazer-se uma construção de rectificação aproximada de uma circunferência 

qualquer. Apresentamos uma proposta de Benjamim Carvalho**, professor arquitecto 

brasileiro. Assim:

 
Traçados dois diâmetros perpendiculares AC e BD da 

circunferência de centro em O, tomemos a intersecção - P - da 

circunferência de centro em D e raio |DO| com a circunferência 

dada inicialmente. 

A recta OP intersecta em P' a paralela a DB tirada por C. Sobre 

esta determinemos B' tal que |P'B'|=3|OP|.  

|AB'| tem comprimento igual a metade do perímetro da 

circunferência dada, isto é |AB'|e |́OA|são aproximadamente 

iguais. (Se |AO|=1, |AB'|= )́

Se clicar sobre a ilustração tem acesso a uma construção 

dinâmica em que pode movimentar pontos, de modo a 

modificar os raios e confirmar que a construção aguenta 

aproximações sempre razoáveis.

 
Porque é que é razoável esta construção? Isso é o que andei a tentar perceber. 
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Em meu entender, a Mariana Sacchetti respondeu às 

minhas dúvidas. A razoabilidade do resultado da 

construção, cuja aproximação podia ser verificada por 

cálculos, não era a minha dúvida essencial e existencial. 

Antes era, porquê aquela construção? Que podia ter 

levado um geómetra a dar aqueles passos? Porquê 

assim? 

Com autorização da Mariana, aqui ficam as suas    

deambulações em volta do  ́(anexo6)   (em .pdf). Vale a 

pena duvidar e deambular com ela. Muito obrigado, 

Mariana. E podemos continuar a discutir. Há quem já me 

tenha perguntado: Mas afinal como é que ela respondeu 

a essas tuas dúvidas? E eu respondo quando me 

perguntam.  

[O melhor do mundo são as perguntas, as cerejas, ... as 

crianças que entram na escola de dedo na boca para 

sairem adolescentes de dedo no ar]. 

Não esquecemos o apoio do Eduardo Veloso que se tirou 

dos seus afazeres e nos apoiou com a construção em 

GSP da ciclóide que não conseguíamos dar à Mariana. 

Obrigado, Veloso. Se ele autorizar, podemos publicá-la 

um dia destes ou estabelecer uma ligação para algum 

lugar onde ela esteja. Os problemas levantados por este 

artigo propiciaram muitas discussões também sobre as 

diferenças, vantagens e desvantagens dos Geometer's 

SketchPad e Cinderella, como programas para a 

geometria dinâmica. 
* Sobre números contrutíveis, recomendo a leitura de Franco de 

Oliveira, Transformações Geométricas.Universidade Aberta.Lisboa: 

1997 - página 122 e seguintes. 

**[Carvalho, Benjamim. Desenho Geométrico. Ao Livro Técnico, Ltda, 

R.J.. 1959], emprestado por David Torres - professor, pintor, médico, 

reformado e tudo.  

http://clientes.netvisao.pt/arselio/Cindy1/pimariana.pdf
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14.3.05 

Andar às voltas  

 

Ando sempre às voltas com coisas por resolver - a maior parte por dificuldades matemáticas, 

claro! e outras porque não sei resolver com o Cinderella (mesmo depois de já ter feito com 

outro programa como o GSP). Há sempre uma "roulette" e uma reversão (cusp, cúspide, 

cuspideira que (não) se arrasta) a perseguir-me. As tentativas de estudo para isto ou para 

aquilo acabam sempre noutras coisas (umas interessantes, outras nem por isso). Ontem acabei 

numa cardióide (?) como envolvente de circunferências . Gosto da imagem. E ainda não havia 

notícia dessa possiblidade do Cinderella de apresentar lugares geométricos como envolventes 

de curvas. 

Para este cardióide, tome-se uma circunferência de centro A e a passar por B e um ponto C livre 

de se mover sobre ela. A circunferências de centro C que passam por B, são tangentes 

interiores a uma cardióide com ponto de reversão em B. 

Para quem se interessar por fracassos, aqui deixo o outro resultado do desespero . 

 
 

Há um artigo anterior - Cardióide - que trata disso e as páginas da Geometria de E. Veloso, nele 

referidas, chegam para quem queira começar a estudar o assunto 

http://geometrias.blogspot.com/2005_03_13_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_03_13_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005/01/cardiide.html
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15.3.05 

Post-it  

 

Há vários problemas de construção de triângulos à espera de respostas. Podem ser vistos no 

artigo 

Construção de triângulos 

 

À volta desse artigo, há muitos problemas de construção com triângulos que estão resolvidos e 

podem ser vistos de novo. Para todas as idades, a partir dos 11 ou 12 anos ou do 7º ano de 

escolaridade... 

 

28.3.05 

A geometria das desigualdades entre médias  

 

Vamos revisitando problemas de máximos e mínimos para responder a necessidades das aulas. 

De vez em quando, paramos para organizar algumas ideias que foram discutidas. É o caso 

deste texto feito para estudantes do 11º ano -- As visitas do problema em viagem. (anexo 7)-- 

mas que se atravessou em várias iniciativas. 

Um dos aspectos tem a ver com a interpretação geométrica das médias e das desigualdades 

entre elas bem como das condições para a sua igualdade. A observação destas propriedades 

simples serve para esclarecer alguns aspectos que os problemas levantam marginalmente, 

como: porque é que é um quadrado o rectângulo de área máxima de entre os rectângulos 

isoperimétricos? 

 

 

http://geometrias.blogspot.com/2005/01/bsico-construo-de-tringulos-iv.html
http://clientes.netvisao.pt/arselio/Cindy1/medias.pdf
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Na circunferência de diâmetro a+b, o raio |OS|=|OP| é a média aritmética de a e b, |CP| é a 

média geométrica e |HP| é a média harmónica. Clicando sobre a figura, tem-se acesso à 

construção interactiva. Nesta, pode movimentar o ponto verde que corresponde a modificar os 

valores de a e b sem mudar a sua soma, para ver em que condições é que o produto é máximo, 

etc. 

 

Como se podia fazer uma figura para analisar a variação de a+b, sendo ab fixo? 

 

 
A respeito deste assunto das desigualdades, pode ver 
referências no capítulo 13 - Fórmula de Herão; desigualdade 
isoperimétrica -pp 83 a 86 do Curso de Geometria de Paulo 
Ventura Araújo, publicado pela Gradiva. 
Neste capítulo, após demonstrar a Formula de Herão (que 
relaciona a área de um triângulo com os seus semiperímetro e 
lados) e que a média geométrica de um n-uplo de reais não 
negativos é menor que a sua média aritmética, Paulo Ventura 
Araújo propôe exercícios. Dois deles: 
1) Provar que todo o quadrado tem área maior que qualquer 
tirângulo com o mesmo perímetro. 
2) Determinar qual o triângulo de maior área de entre aqueles 
cuja soma de dois dos lados é uma constante. 
 
Estes problemas podem também ser seguidos no livro já 
referido Mujeres, manzanas y matemáticas, entretejidas de 
Xaro Moreno, publicado pela Nivola. 
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4.4.05 

Triangularidades  

 

Conversamos sobre um ou outro aspecto de cada problema,sobre a forma de os 

apresentar, o tempo certo para publicar resoluções de problemas já propostos ou para 

quando a publicação de novas propostas. As conversas brandas com o Aurélio sobre os 

problemas e sobre aspectos das apresentações deixam o ar impregnado de detalhes - o 

melhor disto são mesmo os detalhes sobre os quais nos focamos para melhor focar o 

mundo.  

Temos uma proposta de resolução de António Silva para um 
dos problemas de triângulos, mas vamos adiar por mais algum 
tempo a publicação na esperança de ver aparecer várias 
soluções. Nessa resolução, apareceu uma discussão sobre 
como fazer o transporte de ângulos. Usando a ferramenta de 
paralelas do Cinderella ou usando régua e compasso? (Mais 
formativa esta última, até porque permite lembrar resultados 
pelo seu uso - numa circunferência ou em circunferências 
iguais a cordas iguais correspondem iguais arcos (ou ângulos 
ao centro), por exemplo - até porque o compasso só transfere 
comprimentos de segmentos). Há um trabalho muito elaborado 
de Mariana Sacchetti, em resposta à nossa pergunta sobre a 
razoabilidade da construção que apresentámos para a 
rectifica­«o aproximada de uma circunfer°ncia (Dia do ˊ). 
Publicar-se-ão nos artigos a que se referem. Não perdem por 
esperar.  
Propostas de novas curvas feitas por Antero Neves talvez 
venham a merecer artigos novos caso haja algum trabalho 
sobre elas, possamos descobrir que desafio elas nos colocam 
e possa ser resolvido por nós ou por quem acompanha.  
 

 

As conversas brandas obrigaram-me a pensar nos problemas sobre triângulos que 

foram propostos por Aurélio Fernandes fora deste lugar e nos têm dividido quanto à 

oportunidade de os colocar.  

Decidi apresentar três deles para ocupar mais gente.  

 

O primeiro deles vai antecipado de perguntas que talvez ajudem (e que vou fazer a 

alunos do 8º ano): 

Determine os lados de um triângulo que tenha por alturas segmentos de 2, 3 e 4 cm. 

Haverá algum triângulo que tenha por alturas segmentos de 1, 3 e 4 cm? 
E o problema de construção : 
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Construir (com régua e compasso?) um triângulo de que se conheçam só as três 

alturas 
 

 

O segundo: 

Construir um triângulo de que se conhece um ângulo A, um lado a e a soma b+c dos 

lados restantes. 
 

 

O terceiro: 

Construir um triângulo equilátero com um vértice sobre cada uma de três paralelas 

dadas.  
 

 

 

Aguardamos novas participações. Há mais do que uma forma para os resolver. Deve 

haver. 

Podemos passar a vida a olhar sem descanso para triângulos. Há sempre alguma coisa 

de que não nos demos conta. Triangularidades! 

 
Com mais ou menos variações, estes exercícios propostos pelo Aurélio e o último pelo Veloso, 
podem ser vistos e achados em livros clássicos de geometria, por exemplo, em 
Th. Caronnet; Exércices de Géométrie. Compléments. Librairie Vuibeert. Paris: 1946 
Claro que Caronnet (ou Puig Adam, na sua Geometria Métrica já recenseada em artigos 
anteriores) consideram os exercícios para ilustrar um aspecto, muitas vezes insuspeito, da 
geometria. Nem sempre concordamos com isso. E procuramos explicações para a nossa 
discordância. Publicamos sobre a discordância, claro. 
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10.4.05 

Sobre a resposta do oitavo  

 

Determine os lados de um triângulo que tenha por alturas segmentos de 2, 3 e 4 cm.  

 

No primeiro dia - em que a pergunta foi feita à turma A do 8
o
 

ano - depois de algum tempo a pensar e de tentativas mais ou 

menos frustradas de toda a gente com contas e desenhos, o 

Guilherme respondeu à pergunta essencial: Se as alturas eram 

2, 3 e 4, os lados, a, b e c respectivos tinham de ser tais que 

2a=3b = 4c porque qualquer desses produtos teria de ser o 

dobro da área do triângulo de alturas 2, 3 e 4, caso exista. 

Mais ainda: o Guilherme adiantou que os lados deviam medir 

12, 8 e 6. Tinha pensado e bem em 24 - múltiplo comum a 2, 3 e 

4 - como dobro da área do triângulo.  

Todos deitaram mãos à obra e com réguas e compassos, 

começaram a desenhar o triângulo de lados 12, 8 e 6. Penso 

que foi o Joaquim o primeiro a medir a altura relativa ao lado 

12 e a concluir que não era 2.  

E eu lá escrevi no quadro que se houver um triângulo de 

alturas h1, h2 e h3 relativas respectivamente aos lados a, b e c 

então terá de ser obrigatoriamente a×h1 = b ×h2 = c×h3. Mas 

que, como estava à vista, pode acontecer serem iguais os 

produtos de 3 pares de números sem que haja um triângulo de 

que os factores de cada produto sejam lado e altura.  

E assim acabou o primeiro dia. Com a construção do triângulo 

[PQR] e a verificação de que a altura relativa a [PQ] ( = 12), 

|RH| aproximadamente 3,56 e não 2.  
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No segundo dia, armado de régua, transferidor e compasso, 

reabri o problema que já tinha passado pelas famílias. Feito o 

resumo do trabalho da aula anterior e desenhado o triângulo 

[PQR] de lados 12, 8 e 6 (ou 6, 4, e 3), voltámos a pensar na 

possibilidade de haver uma solução. Tive de ser eu a dar o 

palpite de pensar num triângulo semelhante. Mas acabámos 

por nos decidir por desenhar o triângulo semelhante [ABC], 

como redução do [PQR]. E já foi um oitavo que mandou o 

palpite de trabalhar com as alturas para reduzir. Mais ou 

menos assim |CH|/|RH|=|AB|/|PQ|=|AC|/|PR|=|BC|/|QR| 

aproximadamente 2/3.56  

Propus que mantivessemos [AB] sobre [PQ] e foi preciso 

esperar um bom naco de tempo até ouvir alguém dizer -- oura 

vez o Guilherme -- que bastava, depois de desenhar C a partir 

de H (interseccão da circunferência de centro em H e raio 2 

com a recta RH), passar por C paralelas a PR e a QR para 

termos uma triângulo [ABC] com a altura [CH] de 

comprimento 2. Emocionante foi o desenho das restantes 

alturas e a verificação (agora com o Diogo como ajudante, 

testemunha e árbitro) de que mediam mesmo 3 e 4.  
 

Clicando sobre a figura, pode aceder à construção dinâmica para as alturas 2, 3 e 4. 

Que construção geométrica para um triângulo de que são dadas alturas como 3 

segmentos?  
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11.4.05 

A potência necessária  

 

 

Há várias formas para resolver o problema do triângulo de que se conhecem as alturas, 

mas convém saber como se obtêm diferentes pares de segmentos com o mesmo produto.  

 

 

 

Na figura acima, tomámos um ponto P e uma circunferência de centro O (e raio r) e 

secantes à circunferência tiradas por P, PA e PC. 

Os triângulos [PAD] e [PBC] são semelhantes já que o ãngulo P é comum e A=C por 

serem ângulos inscritos no mesmo arco BD. Podemos escrever imediatamente: 

|PD|/|PB| =|PA|/|PC| ou |PD||PC| = |PA||PB|. 

Claro que se tomarmos a secante que passa pelo centro da circunferência, temos 

(|PO|+r)(|PO|-r) = |PD||PC| = |PA||PB|. A este produto constante para cada par 

(ponto, circunferência), chamamos potência do ponto relativamente à circunferência: 

|OP|
2
 - r

2
. 

E se tirarmos por P uma tangente à circunferência. Chamemos T ao ponto de 

tangência. Que relação haverá entre |PT| e a potência?  

Temos estado sempre a pensar em pontos P exteriores à circunferência. Se forem 

interiores? Se estiverem sobre a circunferência? Ainda antes de termos dado a primeira 

resposta, estamos cercados de perguntas por todos os lados. Nada melhor que isso. 

Já agora como se traça, com régua e compasso, uma tangente a uma circunferência 

tirada por um ponto dada. E a duas circunferências? Ou três?  

 

 
Araújo, P. Ventura. Curso de Geometria. Gradiva. Lisboa:1998. 
pp 133 e seg. 
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12.4.05 

Quadratura de polígonos  

 

A Associação de Professores de Matemática integra a Federação Iberoamericana das 

Sociedades de Educação Matemática e esta acaba de publicar o primeiro número da Unión - 

revista iberoamericana de educación matemática que pode ser acedida via internet. Bastará 

clicar no logotipo abaixo. 

 

 

 
 

 

Deste primeiro número, lemos o artigo de Carmen Galván - Cuadratura de polígonos - que, 

como diz no resumo, intenta "mostrar una forma de resolver en el aula el problema geométrico 

"Cuadratura de polígonos"...e "establecer conexiones con las funciones y el álgebra" com 

recurso "a un programa de geometría interactivo" para facilitar "el dibujo, la visualización y la 

comprensión". 

 

Divulga o GEUP (*) que, segundo C. Galván, é um programa  de matemáticas interactivo, que 

facilita ao máximo o desenho e a visualização, favorecendo, por essa via, a compreensão, a 

descoberta de novas relações, a formulação de novas perguntas, etc. 

 

Apresenta os seguintes problemas para a sala de aula: 

1) Podemos transformar um polígono qualquer de n lados num triângulo equivalente, valendo 

unicamente de rectas? 

2) Problema do quadrado equivalente a um rectângulo. 

3.1) Desenhar diferentes rectângulos com a mesma área (12 u2, por exemplo)? Quantos 

podemos desenhar? 

3.2) Estudar a relação entre as dimensões dos rectângulos de área constante. 

3.3) É igual a o perímetrto de todos os rectângulos que têm a mesma área? 

3.4) Dado um quadrado, desenhar um rectângulo equivalente (problema que tem 

evidentemente infinitas soluções). 

(* )http://www.geup.net/en/index.htm 

http://www.fisem.org/paginas/union/revista.php
http://www.fisem.org/paginas/union/revista.php
http://www.fisem.org/paginas/union/revista.php
http://www.fisem.org/paginas/union/revista.php
http://www.geup.net/
http://www.geup.net/en/index.htm
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Régua, compasso e triângulo 

 

 

 

Damos notícia de artigo sobre a construção com régua e compasso de um triângulo de que se 

conhecem um vértice, o ponto de encontro das bissectrizes e o ponto de encontro das 

medianas,  

Forum Geometricorum, 5 (2005) 53--56.Eric Danneels, A Simple Construction of a Triangle from 

its Centroid, Incenter, and a Vertex  

Abstract: We give a simple ruler and compass construction of a triangle given its centroid, 

incenter, and one vertex. An analysis of the number of solutions is also given.  

15.4.05 

Sobre o problema das três gerações 

 

O problema da construção de um triângulo de alturas dadas transformou-se para nós num 

acontecimento importante. Foi, em diversos níveis, um verdadeiro problema que propiciou e 

exigiu variadas experiências geométricas e a solução que ora publicamos culmina um processo 

que é o acontecimento notável desta notícia: envolveu três gerações de uma família. As lições a 

tirar do problema são muitas, já vamos em três artigos relacionados com ele e havemos de 

publicar outras soluções. Mas o qeu interessa agora é dar notícia pública da solução que 

recebemos de Casimiro e Mariana Sacchetti (texto e ilustração em .pdf). E dar os parabéns. O 

prémio está no processo e na solução e isso já lhes foi dado (por eles mesmos).  

 

 

 

http://forumgeom.fau.edu/FG2005volume5/FG200508index.html
http://forumgeom.fau.edu/FG2005volume5/FG200508index.html
http://clientes.netvisao.pt/arselio/Cindy1/trialturas.pdf
http://clientes.netvisao.pt/arselio/Cindy1/trialturas.pdf
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22.4.05 

(IV) - Rectas e circunferências (repetição)  

 

Apresentamos um exercício interactivo como resposta a um 

antigo desafio -(IV) - Rectas e circunferências . 

 

 Esperamos as experiências de quem o tentar. Integramos a 

resposta como parte do artigo, mas por medo de não haver 

quem se lembre, aqui apresentamos como se fosse coisa do 

dia de hoje. 
 

http://geometrias.blogspot.com/2005/02/iv-rectas-e-circunferncias.html
http://geometrias.blogspot.com/2005/02/iv-rectas-e-circunferncias.html
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É dada uma circunferência de centro C e raio s; é dada uma recta m. Traçar uma 

circunferência de raio r dado que seja tangente à recta m e à circunferência de centro C. 

 

 

 

 

Para ter acesso e tentar resolver o exercício ou ver a 

nossa resolução, basta clicar sobre a ilustração. Utilize as 

ferramentas que estão disponíveis (a ferramenta de 

traçar perpendicular actua seleccionando um ponto e 

uma recta). Se precisar de alguma ajuda ou quiser ver a 

nossa resolução, carregue na ferramenta interrogativa. 
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24.4.05 

Um triângulo nas paralelas  

 

No artigo   Triangularidades   propusemos como desafio a construção de um triângulo 

equilátero que tivesse cada um dos seus vértices sobre uma de três paralelas dadas. 

A nossa proposta de construção (a clássica, aquela que estava na cabeça de quem deu a 

sugestão - Eduardo Veloso ou Caronnet) utiliza rotações de rectas em torno de um ponto. Pode 

tentar fazê-la (ou vê-la, usando a ferramenta de perguntar que não ofende) clicando sobre a 

ilustração que se segue: 

 

 

http://geometrias.blogspot.com/2005/04/triangularidades.html
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Ora, tal como noutros desafios, esperar soluções diferentes é saudável, procurar soluções 

diferentes é o mais belo exercício e encontrá-las é uma alegria. Assim tinha acontecido com o 

problema do triângulo pelas alturas (de que entrevimos três construções diferentes) e assim 

aconteceu neste problema. No problema do triãngulo pelas alturas, não deixámos de gabar as 

nossas soluções (ainda não publicadas!). Pois! A vingança não havia de tardar! Agora vejam o 

que escreveram os Sacchettis: 

Talvez seja pretensão nossa mas esta solução é melhor que a 

tua!.. Ela está intimamente ligada à distância entre as paralelas 

sendo que a inclinação das mesmas é irrelevante. 

 

E, em documento anexo, esclareciam: 

 

 

Problema: 

«Construir um triângulo equilátero com um vértice sobre cada 

uma de três paralelas dadas.» 

 

Constatámos: 

1- Que o que define as três paralelas é a distância entre elas; a 

inclinação das mesmas é irrelevante. 

2- Que as dimensões do triângulo (o comprimento do seu lado) 

dependem essencialmente da distância das rectas exteriores; 

mas mesmo quando estas se mantêm fixas, o lado do triângulo 

oscila entre um máximo e um mínimo, consoante a posição da 

recta interior. É mínimo quando esta está a meia distância 

entre as outras (e neste caso o lado do triângulo é igual à 

distância entre as rectas exteriores) e é máximo na posição 

limite em que a recta interior se sobrepõe a uma das exteriores 

(e neste caso o lado do triângulo é igual ao lado do hexágono 

circunscrito à circunferência com centro num ponto situado 

numa das rectas exteriores e raio igual à distância entre elas. 

3- Quando se fixa um dos vértices do triângulo equilátero sobre 

uma das paralelas exteriores o triângulo terá os outros seus 

dois vértices sobre os lados do hexágono definido no ponto 

anterior (o raio da circunferência inscrita ao hexágono é o 
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apótema deste, pelo que os lados do triângulo equilátero 

oscilam entre o apótema e o lado do hexágono circunscrito; 

este hexágono é o lugar geométrico dos dois vértices do 

triângulo equilátero, cujo terceiro vértice está no centro) 

Construção: 

1- Dadas as três rectas paralelas fixa-se um ponto A numa das 

rectas exteriores. 

2- Por esse ponto tira-se uma perpendicular às outras duas 

rectas; seja B a intersecção dessa perpendicular com a 

segunda recta exterior. 

3- Considere-se |AB| o lado dum triângulo equilátero; 

determine-se o vértice C. 

4- Por C trace-se uma perpendicular a |AC| que intersecta a 

paralela interior em D 

5- |AD| é o lado do triângulo equilátero pedido; é fácil 

determinar o outro vértice E e traçar os lados |AE| e |ED|. 

6- Isto porque |AC| é um apótema do hexágono circunscrito e a 

perpendicular contem um lado desse hexágono, lugar 

geométrico dos outros vértices do triângulo equilátero. 

Aveiro, 24 de Abril de 2005 

Mariana e Casimiro Sacchetti 

E a construção dos Sacchettis pode ser vista clicando sobre a ilustração que se segue, feita a 

partir da construção que nos enviaram. 
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25.4.05 

Alturas com potência para triângulo 

 

No artigo   Triangularidades  colocámos o seguinte problema: 

Construir (com régua e compasso?) um triângulo de que se 

conheçam só as três alturas 
Um caso particular foi resolvido em   Sobre a resposta do oitavo  . 

Finalmente, apresentámos uma solução de Casimiro e Mariana 

Sacchetti, num artigo intitulado   Sobre o problema das três gerações 

. Num outro artigo, pelo menos, se referem outras soluções que 

consideramos mais geométricas e elegantes ou mais simples. Para 

aquela que tínhamos sugerido com o artigo   A potência necessária .  

Serve este artigo para publicar, sob a forma de exercício interactivo, 

a resolução (do jovem Aurélio) que utiliza o conceito de potência de 

um ponto relativamente a uma circunferência.  

 

 

E ainda não desisti de vir a publicar a minha resolução, a mais 

simples, aquela que qualquer pessoa com conhecimentos básicos de 

proporcionalidade pode resolver. Aos leitores compete apreciar as 

diferentes construções e votar na mais bela. 

A beleza do problema está no que aconteceu.  

http://geometrias.blogspot.com/2005/04/triangularidades.html
http://geometrias.blogspot.com/2005/04/sobre-resposta-do-oitavo.html
http://geometrias.blogspot.com/2005/04/sobre-o-problema-das-tres.html
http://geometrias.blogspot.com/2005/04/sobre-o-problema-das-tres.html
http://geometrias.blogspot.com/2005/04/potria.html
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1.5.05 

Carta de Sofia Miranda  

 

<>  

 

Pretendo apresentar uma proposta de resolução para o problema que 

encontrei no vosso Blog de Geometria, intitulado "V -  Raios de 

Circunferências" .  

Sendo dadas duas circunferências: uma de centro A e raio s, outra de 

centro B e raio t, pretende - se traçar uma circunferência de raio r dado que 

seja tangente às duas circunferências dadas.  

Apresento de seguida o meu raciocín io e o meu processo de construção.  

 

 
Para ver a construção dinâmica de Sofia Isabel,  

basta clicar sobre a ilustraçã o acima.  
 

 

 

Designemos por C o centro da circunferência que procuramos. A distância 

do C a A tem de ser s + r e, analogamente, a distância de C a B tem de ser t 

+ r. Portanto, C terá de ser um dos pontos de intersecção entre a 

circunferência centrada em A, de raio s + r, e a circunferência centrada em 

B de raio t + r.  

Assim, tracei essas duas circunferências (que são as que estão desenhadas 

a amarelo) e determinei o ponto C, que é o seu ponto de intersecção.  

Depois, determinei o ponto em que a circunferên cia de centro A é 

intersectada pela recta AC e o ponto em que a circunferência de centro B é 

intersectada pela recta BC. Esses dois pontos, que designei por I e J, são 

http://geometrias.blogspot.com/2005/02/v-raios-de-circunferncias.html
http://geometrias.blogspot.com/2005/02/v-raios-de-circunferncias.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
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os pontos de tangência.  

De seguida, tracei a circunferência centrada em C que passa nos dois 

pontos de tangência determinados, sendo esta a circunferência que 

procurávamos.  

A construção foi realizada de modo que é possível alterar os raios r, s e t, 

assim como a posição dos pontos A e B.  

Manipulando a construção, podemos concluir que quando 2 r<|AB| - s- t não 

existe nenhuma circunferência nas condições pretendidas.  

Espero que esta seja uma boa solução para o problema proposto e que não 

me tenha escapado nenhuma falha.  

Envio em anexo o ficheiro do Cinderella com a minha construção (II -

RaiosdeCirc. cdy)  

 

 

Gostaria também de apresentar a minha proposta de resolução para o 

problema "IV - Rectas e Circunferências" . Pouco antes de enviar esta 

mensagem, verifiquei que foi a presentada recentemente uma resolução e 

que o meu raciocínio foi bastante semelhante, mas de qualquer forma aqui 

vai a minha proposta.  

Dada uma circunferência de centro C e raio s e dada uma recta m, 

pretende - se traçar uma circunferência de raio r dado, qu e seja tangente à 

recta m e à circunferência de centro C.  

 

 
Para ver a construção dinâmica de Sofia Isabel MIranda,  

basta clicar nesta ilustração.  

 

 

 

Admitindo que a circunferência de que estamos à procura é sempre 

exterior à circunferência dada, concluí que o centro da circunferência que 

http://geometrias.blogspot.com/2005/02/iv-rectas-e-circunferncias.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
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pretendemos determinar terá de pertencer a uma circunferência centrada 

em C com raio s + r, uma vez que, a distância entre os centros de duas 

circunferências tangentes e exteriores uma à outra, de raios s e r, é s + r.  

Por outro lado, como a circunferência que pretendemos determinar 

também tem de ser tangente a uma recta m dada, o seu  centro terá de 

pertencer a uma recta paralela a m, que diste r unidades de m. Ora, 

existem duas rectas nessas condições.  

Portanto, o centro da circunferência pretendida terá de ser um ponto de 

intersecção entre a circunferência de centro C e raio s + r e uma das duas 

rectas paralelas a m anteriormente mencionadas.  

Tendo em conta este raciocínio fiz uma construção geométrica no 

Cinderella que envio em anexo.  

No primeiro ficheiro (IV - RectaseCirc1.cdy) envio a construção completa. 

No entanto, considero que es tá bastante sobrecarregada com elementos 

que foram meramente auxiliares, por isso envio também um segundo 

ficheiro (IV - RectaseCirc2.cdy) em que ocultei alguns deles, tornando a 

apresentação mais simples.  

Na construção é possível alterar os raios dados, a p osição do ponto C e a 

posição da recta m (alterando - se a posição dos pontos D e E).  

Se fizermos algumas manipulações podemos verificar que temos vários 

casos possíveis, consoante a distância do ponto C à recta m.  

Quando a distância de C a m é menor que s, existem 4 pontos de 

intersecção e portanto conseguimos encontrar quatro circunferências nas 

condições pretendidas.  

Quando a distância de C a m é maior que s e menor que s + 2r, existem 

duas circunferências nas condições pretendidas.  

Quando a distância de C  a m é exactamente igual a s+2r, existe apenas 

uma circunferência nas condições pretendidas.  

Quando a distância de C a m é maior que s+2r, não existe nenhuma 

circunferência nas condições pretendidas. Isto acontece, porque o 

diâmetro da circunferência prete ndida é menor que a distância entre a 

circunferência dada e a recta m dada.  

São estas então as minhas duas propostas de resolução.  

Os meus cumprimentos.  

©Sofia Miranda  
23 de Abril de 2005, FCTUC  
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6.5.05 

Primeira carta de Sofia Canoso  

 

(...) 

Junto envio uma proposta de resolução de um problema de construção de um triângulo 

conhecida a altura a partir do vértice A, o ângulo em A e o comprimento de [BC]. De seguida 

enviar-lhe-ei outra mensagem com a resolução de um outro problema: Construir um triângulo 

conhecido um lado a, um ângulo Â e a soma dos lados restantes. 

Qualquer dúvida acerca das resoluções, ou sugestão de alteração de algo, poderá contactar-

me: 

Cláudia Sofia Canoso 

 

Problema: 

Construir um triângulo de vértices A, B e C, conhecidos: 

* o lado [AC], de comprimento b; 

* a altura h', tirada a partir de A; 

* o ângulo em A. 

 

 

Resolução: 

 

 
[Para ver a construção dinâmica de Cláudia Sofia Canoso,  

basta clicar sobre esta ilustração]  

 

http://geometrias.blogspot.com/2005/01/bsico-construo-de-tringulos-iv.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_01_archive.html
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Para resolver este problema, usaremos uma construção auxiliar. Iremos estabelecer 

uma correspond ência entre elementos da construção principal e elementos da 

construção auxiliar: A e A';C e C';H e H' (H tal que [AH] é a altura a partir de A); b 

= b' = comprimento do lado [AC] do triângulo; h' = altura do triângulo [ABC] a 

partir de A (comprimento de [ AH] e de [A'H']).  

Dado o lado [AC], que podemos mover através dos pontos A e C, e o ângulo em A, 

definido pelas rectas AC e AB, que podemos alterar movendo a recta AB , pretende -

se encontrar o terceiro vértice do triângulo, B.  

Conhecemos h', comprimento de  [AH], mas não sabemos a posição exacta do 

ponto H, pelo que teremos de o encontrar primeiro:  

-  O ponto H estará algures sobre a circunferência de raio h' e centro A, pelo que 

traçamos essa circunferência.  

-  Uma vez que o triângulo [AHC] é rectângulo em H,  porque AH é a altura a partir 

de A, teremos de construir um triângulo rectângulo em que um cateto mede h' e a 

hipotenusa mede b. Para construir este rectângulo, usemos a nossa construção 

auxiliar:  

-  Tracemos a perpendicular a A'H' por H'.  

-  O ponto C', re sultante da intersecção desta perpendicular com a circunferência de 

centro A' e raio b' = b, determina juntamente com A' e H', o triângulo rectângulo 

pretendido. Ficamos a conhecer o comprimento de [HC] (= comprimento de [H'C']).  

-  Traçamos a circunferênci a de centro C e raio = [H'C']= b'.  

O ponto H resulta da intersecção da circunferência de centro A e raio h com esta 

última circunferência.  

Depois de encontrar o ponto H, traçemos a recta que passa por C e por H, d.  

O vértice B resulta da intersecção da re cta d com recta AB.  

O triângulo [ABC] procurado está a verde.  
©CSC, 29/04/2005, FCTUC  
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14.5.05 

A segunda construção de Sofia Canoso 

 

Em   Triangularidades   colocávamos vários problemas para resolver. A Sofia Canoso 

apresenta a resolução de um deles. Aqui fica à consideração de todos.  

Problema: 

Construir um triângulo de que se conhece um ângulo Â, um lado a e a soma b + c dos 

lados restantes. 

Resolução: 

 

 
[Para ver a construção dinâmica de Cláudia Sofia Canoso,  

basta clicar sobre esta ilustração]  

Suponhamos que se conhece o lado [AB], de comp rimento a, (que se pode alterar 

movendo A ou B) e a soma dos comprimentos dos outros dois b + c, que 

corresponde ao comprimento de [A'H'], na nossa figura. É dado também o ângulo 

em A, que podemos variar movendo a recta a.  

Conhecemos b + c mas não sabemos a posição exacta do ponto C (apenas 

sabemos que terá de pertencer à recta a). Então tracemos a circunferência de 

centro A e raio b + c. Essa circunferência intersecta a recta a em dois pontos. 

Consideremos um deles, H. O comprimento de [AH] é b + c.  

Para e ncontrar C, basta pensarmos que este tem de estar entre A e H (porque b + 

c > c e b+ c > b) e que podemos considerar a distância de A a C igual a c e a 

distância de C a H igual a b (por forma que a soma seja b + c).  

-  Como a distância de A a B é a e a dist ância de A a C é c, a distância de B a C será 

b, pelo que o triângulo [BCH] será isósceles de base [BH].  

-  Então C pertencerá à mediatriz do segmento de recta [BH], pelo que marcamos o 

ponto médio deste segmento, M. A mediatriz de [BH] é a perpendicular a este 

segmento que passa por M, c.  

-  O ponto C resulta da intersecção da mediatriz de [BH] com a recta a.  

O triângulo [ABC] encontrado satisfaz as condições requeridas.  

Observação:  

Atendendo a que num triângulo se tem de verificar a desigualdade triangular,  este 
problema só tem sentido quando b + c > a.  

 

http://geometrias.blogspot.com/2005/04/triangularidades.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_08_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_08_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_08_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_08_archive.html
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20.5.05 

Triângulos de Catarina Cruz  

 

(...] resolvi dois dos problemas apresentados na página de 

Geometria. 

Os problemas sobre os quais me "debrucei" referem-se à 

construção de triângulos. Os enunciados assim como as minhas 

propostas de resolução encontram-se nos ficeiros que envio em 

anexo. 

Qualquer crítica ou sugestão serão bem-vindas. 

Grata pela sua atenção 

Catarina Cruz  

Problema:  

Construir um triângulo [ABC] do qual se conhecem o lado 

[BC], o ângulo B e o comprimento da altura tirada a partir de 

A. 

Sugestão para uma possível construção:  

 

 
[Para ver a construção di nâmica de Catarina Cruz,  

basta clicar sobre esta ilustração]  

http://geometrias.blogspot.com/2005_05_15_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_15_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_15_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_15_archive.html


78 
 

Traçamos o segmento [BC] de medida a (dada inicialmente); 

Pelo ponto B fazemos passar uma recta f tal que a amplitude 

do ângulo dirigido de [BC] para f seja igual à amplitude dada 

para o ângulo B; 

Por um ponto qualquer da recta BC tiramos-lhe uma 

perpendicular que designaremos por g. Seja D o ponto 

resultante da intersecção das rectas BC e g; 

Determinamos sobre um segmento de extremidade D e 

comprimento h' (comprimento da altura tirada a partir de A). 

Obtemos o segmento [DE]; 

Pelo ponto E traçamos uma perpendicular a g, designamo-la 

por i; 

Da intersecção de i com f resulta A, o terceiro vértice do 

triângulo. Unindo os pontos A, B e C obtemos o triângulo 

pretendido.  

 

Observações à construção 

Foram introduzidas na construção "ferramentas" que permitem 

variar os valores dos elementos dados inicialmente: 

Movendo o ponto C' obtemos medidas diferentes para a, 

medida do segmento [BC]; 

Movendo o ponto P obtemos medidas diferentes para a 

amplitude do ângulo B; 

Movendo E' obtemos medidas diferentes para o comprimento 

da altura tirada a partir de A.  

Apenas são movíveis os pontos assinalados a vermelho. 

 

Comente a construção de Catarina Cruz.  
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II - Triângulos de Catarina Cruz  

 

Problema:  

Construir um triângulo [ABC] do qual se conhecem os ângulos 

B e C e o comprimento da altura tirada a partir de A.  

 

Sugestão para uma possível construção:  

 

 
[Para ver a construção dinâmica de Catarina Cruz,  

basta clicar sobre esta ilustração]  

 

Traçamos uma recta f e consideramos sobre esta o ponto B; 

Desenhamos a recta g que passa por B, tal que a amplitude do 

ângulo dirigido de f para g seja igual à amplitude dada para o 

ângulo B; 

Tiramos uma perpendicular a f por um ponto qualquer desta e 

designamo-la por i; 

Determinamos sobre i um segmento de extremidade D (ponto 

resultante da intersecção de f com i) e comprimento h' (medida 

da altura tirada a partir de A). Seja [DE] o segmento 

http://geometrias.blogspot.com/2005_05_15_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_15_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_15_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_15_archive.html


80 
 

pretendido; 

Traçamos por E uma perpendicular a i, designamo-la por j. Seja 

A o ponto resultante da intersecção das rectas g e j; 

Por um ponto qualquer de f fazemos passar uma recta k cula 

amplitude do ângulo dirigido de k para f seja igual à amplitude 

dada para o ângulo C; 

Tiramos por A a paralela a k, designemo-la por l; 

O ponto resultante da intersecção de f com l será o terceiro 

vértice do triângulo. Unindo os pontos A, B e C obtemos o 

triângulo pretendido. 

 

Observações à construção 

Foram introduzidas na construção "ferramentas"que permitem 

variar os valores dos elementos dados inicialmente: 

Movendo o ponto P obtemos medidas diferentes para a 

amplitude do ângulo B; 

Movendo o ponto Q obtemos medidas diferentes para a 

amplitude do ângulo C; 

Movendo o ponto E' obtemos medidas diferentes para o 

comprimento da altura tirada a partir de A. 

 

Apenas são movíveis os pontos assinalados a vermelho.  

 

Comente a construção de Catarina Cruz  
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22.5.05 

Cada problema  é  outro problema  

 

Para nós, o melhor é mesmo apareceram muitas soluções para o mesmo problema de 

construção. Cada construção que se fizer para um mesmo exercício é sempre um útil 

luxo. Há quem diga que pensar noutras construções depois de ter uma é luxo inútil ou 

lixo. Nós pensamos o contrário. Com cada nova construção aprendemos outras 

maneiras de olhar e de pensar e ... aprendemos mesmo. 

Para mim, a construção de um triângulo dados um lado a=|BC| e a soma dos outros 

dois b+c = |AC|+|AB| (para além de um ângulo) devia sempre passar pela construção 

de uma elipse de focos B e C. Para isso, bastava-me considerar um ponto P a mover-se 

num segmento de comprimento b+c e duas circunferências de centros em B e em C... 

Não me cansei das minhas experiências e ainda não dei a minha via por inútil. O 

Aurélio defende uma bela solução que procura explicações em simples triângulos e um 

paralelogramo. A Cláudia Sofia apresentou uma outra que publicámos e que, por ter 

algumas dificuldades comentadas, lhe mereceu a preocupação e a promessa de 

apresentar uma nova mais discutida e testada. Estamos à espera do envio da Cláudia 

Sofia.  

O que pode ser melhor para a Geometria que queremos aprender e ensinar? 

Vamos ilustrar a proposta do Aurélio: 

 

 
 

Tomamos A e duas semirectas - de A para Q e de A para R - definindo o ângulo A (que 

podemos modificar. movendo R verde). Com centro em A, desenhamos as 

circunferências de raios a e b+c dados. E marcamos D e F sobre as rectas do ângulo A, 

à distância b+c de A. O triângulo ADF é isósceles de lado b+c. Se tomarmos E em DF 

e à distância a de A, basta-nos desenhar uma paralela a AD passando por E para 

obtermos C e uma paralela a AE por C para obtermos B. [ECF] é isósceles já que é 

semelhante a [DAF]. |EC|=|CF|=|AB|=c. |AC|=b=|AF|-|CF| e|AE|=|CB|=a. 

Ora vejam lá se não é! Parece tão simples.  
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27.5.05 

Tangente a um círculo tirada por um ponto  

 

A Proposição XVII dos Elementos de Euclides "Tirar por um ponto uma tangente a uma 

circunferência" é aqui proposta em dois exercícios interactivos. 

 

 
Se quer um exercício interactivo seguindo um procedimento clássico, basta clicar 

aqui ou sobre a ilustração.  

http://geometrias.blogspot.com/2005_05_22_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_22_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_22_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_22_archive.html
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Se quer um exercício interactivo seguindo as sugestões de Aurélio Fernandes (Puig Adam ou 

alguém antes dele - diz ele) clique antes sobre esta grande frase.  

 

Em Geometriagon , na lista de 100 exercícios interactivos (construção com régua e compasso) 

que Giorgio Attico propôe, este é o segundo. Mas só com régua. Fica convidado a espreitar, a 

participar, a viciar-se neste jogo. E fica a conhecer mais um instrumento para fazer geometria. 

 

Ao mesmo tempo que nós, só com régua, tente construir as tangentes a um círculo (nem o 

centro é dado, mas pode tomar três pontos) que passam por um ponto dado que lhe é 

exterior.  

http://geometrias.blogspot.com/2005_05_22_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_22_archive.html
http://www.polarprof.net/geometriagon
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29.5.05 

Carta de Brigite Silva 

 

Arsélio 

(...) foi-nos apresentado o vosso Blog de Geometria, pelo que 

nos propusemos a pensar, discutir e resolver alguns dos 

problemas apresentados. 

Deste modo, estou a enviar-lhe (...) a minha proposta de 

resolução para um dos problemas que se encontra no vosso 

blog de geometria. 

Em anexo envio os ficheiros onde se encontra o enunciado do 

problema e o meu processo de construção.  

Para qualquer crítica, dúvida ou sugestão poderão contactar-

me: 

Brigite Simões da Silva 

(III) Rectas e Circunferências 

Problema:  
Traçar uma circunferência de raio r dado que seja tangente a duas 

rectas concorrentes dadas.  

Processo de construção:  

 

 
Se quer ver a construção proposta por Brigite Silva,  

basta clicar aqui ou sobre a ilustração.  

http://geometrias.blogspot.com/2005/02/iii-rectas-e-circunferncias.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
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Pretendemos encontrar a circunferência tangente a 

duas  rectas concorrentes, dado o seu raio.  

São dadas duas rectas concorrentes a e b e o raio da 

circunferência r, que corresponde ao comprimento de 

[BE], construído para auxiliar a construção.  

A circunferência que procuramos deve ter o seu centro 

a uma mesma distância das duas rectas, pelo que 

deverá pertencer à bissectriz do ângulo formado pelas 

rectas concorrentes no ponto A.  

Sabemos que o centro C da circunferência terá que 

pertencer à bissectriz mas não sabemos a sua posição. 
Então comecemos por traçar a c ircunferência de centro 

A e raio r. De seguida tracemos uma recta 

perpendicular a a (ou a b) que passe por A, que 

designaremos por d. Seja D o ponto de intersecção da 

recta d com a circunferência traçada.  

Como a distância entre quaisquer duas rectas parale las 

é constante, traçando uma recta (denotada por e) 

paralela a a e que passe por D, asseguramos que a 

distância entre as duas é igual ao raio da circunferência 

que pretendemos traçar.  

O centro C da circunferência que procuramos será a 

intersecção da rect a e com a bissectriz do ângulo 
formado pelas rectas concorrentes.  

Para determinar o ponto de tangência da circunferência 

procurada com a recta a, tracemos uma recta 

perpendicular a a que passe por C. O ponto de 

tangência será F.  

Neste momento dispomos dos dados necessários para 

traçar a circunferência tão desejada, será ela a 

circunferência de centro C que passe por F.  

 

 

Comente a construção de Brigite Silva.  
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Tangentes exteriores a dois círculos  

 

Quando aqui colocámos os primeiros problemas sobre circunferências e tangentes, deixámos 

para trás os problemas mais simples. A preocupação de então era apresentar problemas que 

interessassem estudiosos para recebermos retorno. Não nos podemos queixar. Só agora 

começámos a dar por algumas faltas nas publicações. Algumas construções tinham sido feitas 

para anteriores experiências mais ou menos falhadas. 

Em artigo anterior, colocámos exercícios interactivos para a construção da tangente a uma 

circunferência tirada por um ponto exterior. 

Hoje o problema é outro. 

 

Problema:  

Temos duas circunferências de raios r e R e determinamos (com 
régua e compasso) rectas tangentes comuns às duas"  

Processo de construção:  

 

 
Se quer ver a construção proposta por Aurélio Fernandes,  

basta clicar aqui ou sobre a ilustração.  

Nota prévia: na resolução em Cinderella, as linhas referentes aos dados estão a 

azul, as linhas referentes a construções e stão a verde.  

Há duas tangentes externas e duas tangentes internas.  

Temos duas circunferências de centros A (raio r) e B (raio R).  

Em construção à parte, determinamos a diferença R - r.  

Com centro em B, traçamos a circunf. de raio R - r.  

Traçamos a tangente a esta circunferência a partir de A: recta c; ponto de 

tangência: H.  

Seja H' o ponto de intersecção de BH com a circunferência de centro B e raio R.  

Por A tiramos a perpendicular a c; seja L o ponto de intersecção de AL com a 

circunferência de centro A e rai o r.  
A recta LH' (a preto) é uma das quatro tangentes pedidas.  

E fica por resolver a determinação das tangentes interiores. Essa é a proposta.  

http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
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Golpe de asa  

 

A asa envolvente.  

 
Para ver a animação relativa à asa envolvente,  

clique sobre a ilustração.  

30.5.05 

antero'keeffe  

 

Em busca de uma curva, Antero Neves chegou a outra.  

Uma curva inesperada merece ser mostrad a.  

Aqui fica.  

 
Houve quem pensasse em borboletas.  

Eu pensei em Georgia O'Keeffe. .  

http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_05_29_archive.html
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5.6.05 

Simetria com compasso  

 

"Usar o compasso e nada mais para determinar o simétrico 

de um ponto P relativamente a um eixo definido por dois 

pontos A e B"  

 

 
Se quer fazer o exercício interactivo, clique aqui ou 

sobre a ilustração  

e, depois de esperar um pouco, tente construir o 

simétrico de P.  
Pode mover os pontos do exercício.  

E pode, por exemplo, ver em que condições é que P é 

alinhado com  A e B.  

Pode começar a pensar como determinar (com 

compasso)  

o simétrico de P relativamente a B, por exemplo.  

http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_05_archive.html
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Em IV. Construções geométricas (II) , Eduardo Veloso propôe esta construção entre outros 

exercícios. São perguntas publicadas em 1998, no âmbito do projecto Inovação no Ensino da 

Geometria on line que continua disponível no site da APM.  

Transcrevo o texto de Eduardo Veloso, apelando a que (com o SketchPad, com o Cabri, com o 

CeR, com o Cinderella ou com a régua, o compasso, o lápis sobre papel) procurem resolver os 

problemas que ele coloca.  

 

No fim do século XVIII - em 1797 - o matemático italiano Lorenzo Mascheroni, da Universidade 

de Pavia, publicou um tratado chamado A Geometria do Compasso, em que demonstrou o 

seguinte teorema: 

Todos os problemas de construções geométricas resolúveis por meio de uma régua não 

graduada e de um compasso podem também ser resolvidas apenas com um compasso. 

Evidentemente isto não quer dizer que se possam traçar rectas com um compasso. Nas 

construções feitas apenas com um compasso, considera-se determinada uma recta quando 

http://www.apm.pt/apm/foco98/activ4.html
http://www.apm.pt/
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forem determinados dois dos seus pontos.  

Até 1928 Mascheroni ficou com a honra de ter sido o primeiro a demonstrar este teorema. 

Nesse ano, no entanto, percebeu-se que tinha sido publicado em 1672, em Amsterdão, um livro 

- O Euclides Dinamarquês - em que G. Mohr demonstrava precisamente o mesmo resultado. 

Assim, com uma diferença de mais de um século, dois matemáticos tinham chegado 

independentemente a este mesmo resultado. 

Utilize o Sketchpad para resolver, apenas com o auxílio do compasso, os problemas de 

construções geométricas que se seguem. Note que uma recta é dada, ou determinada, dando 

ou determinando dois dos seus pontos. 

 
1. Construir o simétrico de um dado ponto 

relativamente a uma dada recta.  

2. Dados os pontos A, B e C, verificar se o ponto C 

pertence à recta AB.  

3. Dada uma recta definida por dois pontos, 

encontrar outros po ntos sobre a mesma recta.  

4. Dado um segmento AB, encontrar um segmento 

AC com o dobro do comprimento de AB. E 
encontrar um segmento com n vezes o 

comprimento de AB, com n natural.  

5. Construir a intersecção de uma circunferência 

com uma recta.  

6. Dada uma  recta AB, determinar a perpendicular 

à recta AB passando por A.  
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18.6.05 

Tangentes interiores - Brigite Silva  

 

 

No artigo Tangentes exteriores , apresentámos a construção das tangentes exteriores 

comuns a duas circunferências e propusemos a quem o lesse a construção das 

tangentes interiores a duas circunferências. 

Brigite Silva, que já colaborou com outras construções, apresentou uma proposta de 

resolução que pode ser acedida clicando sobre a ilustração. 

 

 

 

http://geometrias.blogspot.com/2005/05/tangentes-exteriores-dois-crculos.html
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20.6.05 

Ponto médio de dois pontos.  

 

 

No artigo Simetri a com compasso , apresentámos um 
exercício interactivo para uma primeira construção só 

com compasso e damos a ler as propostas feitas por 

Eduardo Veloso para exercícios de construção só com 

compasso.  

Estamos a aproveitar para treinar exercícios 

interactiv os, enquanto vamos adiando a capitulação 

perante o segundo problema proposto por Giorgio 

Artico, a saber: Costruire le tangenti al cerchio dal 

punto P -  costruzioni con la sol a riga . Começamos a 

achar que é sempre mais fácil dispensar a régua do que 

dispensar o compasso.  

Já agora aqui fica a apresentação do projecto  
Geometriagon do polarprof -  G Artico :  

Questo p rogetto è dedicato a tutti coloro che si dilettano con 
le costruzioni geometriche con riga e compasso.  
Il contenuto è curato dal Centro Ricerche Didattiche "U. 
Morin" di Paderno del Grappa, che vuole anche in questo 
modo rendere omaggio alla memoria del fo ndatore Fratel 
Roberto Sitia. L'ideazione e il mantenimento del sito sono di 
polarprof (alias prof. G. Artico). Il software di geometria 
dinamica utilizzato è C.a.R. del prof. René Grothmann.  
Tutti possono consultare liberamente l'elenco dei problemi, e 
vedere se e da chi sono stati risolti. Però per rendere 
pubbliche le proprie soluzioni bisogna prima registrarsi nel 
sito. Per registrarsi basta scegliersi uno username e una 
password e opzionalmente definire un profilo. Le soluzioni di 
un esercizio sono vis ibili solo a chi è riuscito a risolverlo. Ogni 
settimana saranno proposti nuovi problemi; sono benvenute 
anche le proposte dei visitatori. Grazie della visita e ... buon 
lavoro!  

 

Vale a pena visitar o Geometriagon e experimentar o "software" R&C -  Régua e  

http://geometrias.blogspot.com/2005/06/simetria-com-compasso.html
http://www.polarprof.net/geometriagon/start.asp?l=it&h=5
http://www.polarprof.net/geometriagon/start.asp?l=it&h=5
http://www.polarprof.net/geometriagon/
http://www.polarprof.net/geometriagon/
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Compasso , bem mais exigente que este pobre "blogue" libertino e sempre à 

experiência.  

Hoje, apresentamos como exercícios interactivos a construção de  

a) um ponto C colinear com A e B dados e tal que |BA|=|BC| 

b) um ponto M colinear com A e B e tal que |AM|=|MB|  

só com compasso. 

Pode aceder ao exercício interactivo, clicando sobre a 

ilustração.  

 
E bom trabalho!  

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_06_19_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_19_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_19_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_19_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_06_19_archive.html
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11.7.05 

Polar de um ponto  

 

 

Considere um ponto P e uma circunferência. Por P tire 
secantes à circunferência. Obtém um quadrilátero 

[ABCD]  inscrito na circunferência. Chame I  ao ponto de 

encontro das suas diagonais.  

Qual é o lugar geométrico dos pontos I  quando variam 

as secantes tiradas por P? 

 

 

 
Para  ver a construção interactiva, clique sobre a 

ilustração.  

 

Ao lugar geométrico dos pontos I, damos o nome de 

polar  do ponto P relativamente à circunferência.  

http://geometrias.blogspot.com/2005_07_10_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_07_10_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_07_10_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_07_10_archive.html
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18.7.05 

a quadratura do rectângulo  

 

 

Quando se fazem índices, descobrem-se os desafios que não tiveram resposta. Apareceram muitos. Hoje decidi lembrar os 

que foram apresentados no artigo Quadratura de Polígonos a partir de um artigo de Carmen Galván, publicado no 

primeiro número da Unión - Revista Iberoamericana de Educación Matemática. E começamos por apresentar a resolução 

do mais simples: Construir o quadrado equivalente a um rectângulo dado. 

 

 
Para ver a construção interactiva, clique sobre a ilustração.  

http://geometrias.blogspot.com/2005/04/quadratura-de-polgonos.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_07_17_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_07_17_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_07_17_archive.html
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20.7.05 

Construção de um triângulo dados os pontos médios dos lados  

 

Andreia Figueiredo escreveu-nos uma mensagem com propostas de construções. Escreve ela: 

(...)foi-nos possibilitada a exploração de algumas das enumeras potencialidades do programa 

de geometria dinâmica de nome Cinderella. Após algumas experiências, apercebemo-nos logo 

do seu elevado valor como instrumento auxiliar no ensino da geometria a alunos do ensino 

básico e secundário. Deste modo, foi-nos apresentado o vosso Blog de Geometria, que nos 

desafia a resolver, com o Cinderella, alguns problemas de geometria, com o objectivo de nos 

pôr a praticar. 

Assim, queria apresentar a minha resolução para dois exercícios propostos no vosso blog. Os 

exercícios que resolvi são da autoria de Puig Adam e encontram-se expostos na secção 

intitulada Pontos e rectas notáveis de um triângulo. Seguidamente, apresento os seus 

enunciados, bem como, o processo que proponho para a sua resolução explicado passo a 

passo. 

EXERCÍCIO 1:  

Construir um triângulo do qual se conhecem os pontos médios dos seus lados. 

 

Da lição de Puig Adam, referida por Andreia, então escolhemos 8 exercícios para propor aos 

leitores. Eram eles: 

 
1. Demonstrar que as paralelas a dois lados de um 

triângulo que passem pelo baricentro dividem o terceiro 

lado em três partes iguais.  

2.De monstrar que a recta que une o vértice A de um 
triângulo [ABC] com o incentro I corta a circunferência 

circunscrita num ponto P equidistante de B, de I e de C.  

3. Em que circunstâncias é que os quatro lados de um 

quadrilátero determinam dois a dois quatro triângulos 

dos quais as circunferências circunscritas passam por 

um mesmo ponto M? Enunciar e demonstrar o 

resultado.  

4. Demonstrar que os circuncentros dos quatro 

triângulos em que um quadrilátero convexo fica dividido 

pelas suas diagonais são vértices de  um paralelogramo.  

5. Construir um triângulo de que se conhece um lado e 

duas medianas  
6. Demonstrar que o triângulo dos exincentros é 

http://geometrias.blogspot.com/2005/01/pontos-e-rectas-notngulo.html
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sempre acutângulo.  

7. Demonstrar que a recta de Simson relativa ao ponto 

P está a igual distância de P e do ortocentro H.  

8. Construir um triângulo de que se conhece os pontos 

médios dos seus lados. E um pentágono? E um 

heptágono? O que se passa se o polígono tiver um 

número par de lados?  

 

Aqui ficam de novo para despertar o apetite. 

 

A proposta de exercício de Andreia Figueiredo reporta-se a parte do exercício 8 desta lista. Que 

aqui fica proposto como exercício interactivo. Para fazer o trabalho clique aqui. 

 

http://geometrias.blogspot.com/2005_07_17_archive.html
http://geometrias.blogspot.com/2005_07_17_archive.html
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1.8.05 

Tangente a um círculo - só com régua 

 

Mariana Sacchetti resolveu o problema de tirar por um ponto P as tangentes a um círculo dado 

(tal como tinha sido proposto no Geometriagon , só com régua). Ao tentar recriar a sua 

construção como exercício interactivo para publicar aqui, apareceram-nos vários problemas 

com que não contávamos. Mas aqui fica uma versão do exercício. As ferramentas disponíveis 

são: a primeira para permitir mover os elementos desenhados, a segunda para marcar livres ou 

sujeitos a pertencer a rectas ou círculo, a terceira para traçar rectas por um ponto, a quarta 

para marcar o ponto de intersecção de duas rectas seleccionadas, a quinta para voltar atrás, a 

quinta para pedir ajuda e uma sexta para voltar ao princípio de tudo). Pode acontecer que 

alguma das ferramentas precise de insistência. No caso desta versão de exercício, aconteceu-

nos muitas vezes que cada recta que deesenhamos como secante ao círculo não fica logo na 

posição que queremos. Isso só nos obriga a usar a primeira ferramenta e deslocar a recta para 

onde queremos. A Mariana teve o cuidado de nos enviar as justificações todas sobre as suas 

construções (Anexo 8). Pedimos desculpa à Mariana pelos atrasos e pela nossa insistência em 

experimentar transformar a sua resolução em exercício interactivo. 

Clique em "uma versão do exercício" para ter acesso ao exercício interactivo que lhe propomos. 

Clique em "justificações todas sobre as suas construções"(.pdf) para descarregar o texto da 

Mariana.  

 

http://www.polarprof.net/geometriagon/
http://geometrias.blogspot.com/2005_07_31_archive.html
http://clientes.netvisao.pt/arselio/Cindy1/tangentipolar.pdf
http://clientes.netvisao.pt/arselio/Cindy1/tangentipolar.pdf
http://geometrias.blogspot.com/2005_07_31_archive.html
http://clientes.netvisao.pt/arselio/Cindy1/tangentipolar.pdf

