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1 O espirito do lugar... geométrico

Ao fazer algumas experiéncias com o Geometer’s SketchPad (GSP)
1. obtivémos uma curva tdo simples quanto interessante, a seguir
apresentada.

Tomamos um ponto P livre sobre o segmento AB e as circun-
feréncias, uma de centro em M’ — ponto médio de [AP] — passando
por A e outra com centro em M"” — ponto médio de [M’B]- pas-
sando por B. O lugar geométrico dos pontos de interseccao das
duas circunferéncias é a curva que encontramos e nos propusémos
estudar.

O estudo servira para satisfazer uma curiosidade natural: a que
familia pertence a nossa curva, quem a descobriu, quem e como
trabalhou a sua expressdo analitica? 2

Isoftware dindmico para geometria, Key Curriculum Press

2A curva foliwm muito parecida com a nossa estd apresentada em
"http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Curves/Folium.html”, mas sem
referéncia & nossa forma de lugar geométrico



2 A geometria analitica

2.1 Da figura para a expressao algébrica

Para encontrarmos, com o minimo de esforgo, uma condi¢ao em
(x,y) que tenha por solucées os pontos da nossa curva, temos de
escolher com cuidado o melhor referencial. No caso em estudo,
parece-nos 6bvio. Tomamos para origem do referencial o ponto
A(0,0) e para eixo dos zx a recta AB. Designamos por b a abcissa
constante de B e por X a abcissa de P que toma valores entre
0 e b quando P se desloca entre A e B. Designemos por x e y
as coordenadas dos pontos I de intersecgad das circunferéncias da
figura.

Fécil é verificar que, nas condigoes da figura e da escolha do refe-
rencial, M’ — (%,0) e M" — (%,0), IM' = % e IM" =

2b—X
= -

Assim, os pontos I < (z,y) verificam simultaneamente as equagoes
das duas circunferéncias da figura,

I — (2,y):

Ora



5 Y 2

X+20\° 5, [26—X\° , X+2  ,  bX
:CfT +y° = T = " ———x+ = -

E podemos concluir que tem de ser

X +2b bX
-X ST
ThT Tt
e, em consequeéncia,
2bx
X =
b+x

A condicao relativa ao lugar geométrico dos pontos I quando P
se desloca sobre o segmento [AB], apds substituicao, fica assim:

2bx
2 2 _
r°+y 7$b+m

2.2 Da expressao algébrica para a figura

Tentamos encontrar esta expressao ou parecida no ”Tratado das
Curvas de Gomes Teixeira 3 de que hd uma edicdo na Biblioteca
da Escola Secundaria José Estévao. Nas primeiras tentativas, nao
descortinamos a expressao ou o desenho da curva.

Mas ao pedir o tragado de uma curva correspondente & expressao

9 2bx
Tty ~ Tt

no programa Graphing Calculator (GC) * obtivémos o que nos

3Francisco Gomes Teixeira(1851-1933); Traité des courbes spéciales re-
marquables planes et gauches (traduit de lespagnol, revu et trés augmenté).
Obras sobre Matematica Vol quarto. Publicacdo Oficial. Imprensa da Uni-
versidade, Coimbra:1908
Ha uma reedigao recente de Editions Jacques Gabay; TEIXEIRA : Traité des
courbes spéciales remarquables planes et gauches, tome I, 1908, tome II, 1909
et tome III, 1915, Reprint, 1995, 17 x 24 cm, 416 p., 504 p. et 440 p., broché,
3 volumes, ISBN2-87647-162-0.

4software para calculo e resolucdo de equacdes, mas principalmente muito
potente para tragado de graficos a partir de expressoes, PacificTech



pareceu ser o folium de Descartes®.

Ou seja, a nossa curva (do lugar geométrico obtida no GSP) pas-
sou a aparecer-nos como uma parte de um folium de Descartes
que vinha referido no Tratado das Curvas e 14 esplendidamente
desenhado.

Assim nos apareceu a curva desenhada pelo GC (com b = 10) ©:

£

Acabamos a olhar para a expressao de outros pontos de vista.

2b
z2+y2:xb+x = (x# —bAz> +ay® —br? + by? =0)
x

0 que nos remete para equagao geral de uma cubica

La® + 022y + Ly + 0.y° — b2 + 0xy + by> + 0.2+ .y +0=0

e ao trabalho sobre essa expressao sugerido pelo Tratado. A saber:

Sestudo e desenhos apresentados em
”http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Curves/Foliumd.htm]”

SQuando procurdmos o mesmo lugar geométrico utilizando o Cinderella ”
e um ponto a mover-se sobre uma recta passando por dois pontos, obtivémos
o mesmo. Repetimos entdo com o GSP para ver se este mantém as mesmas
possibilidades a este nivel



23+ xy? — ba? 4 by? = 0 = 2(2? + y?) = ba? — by?

que, com uma mudanca de varidvel ”x para x — b”,

se transforma em

(z = b)((z = b)* +y*) = b(z — b)* — by?

em que o coeficiente de y? vem nulo, podendo a expressiao ser
escrita na forma

zy? = —a 4 4bx? — (b* 4 4b)x + 20°

que é um caso particular de uma das quatro formas candnicas as
quais Newton® reduziu a equacao geral das ciibicas ?. Mais se fica
a saber que, por ser negativo o coeficiente de x® (o que equiva-
le a dizer que a curva admite duas assimptotas imaginarias nao
paralelas), Newton chamou-lhes hipérboles defectivas, categoria &
qual pertencem as cubicas circulares e o folium de Descartes.

2.3  Folium de Descartes?

Em nenhum lugar da obra de Gomes Teixeira, o folium de Descartes
surge como o lugar geométrico que deu origem a estas preocupacoes,
bem como a equacdo padrio 23 +1y® = 3ax apresentada por Gomes
Teixeira ' nao se parece com aquela que deduzimos. E ndo é a
mesma, como Veremos.

Nao nos restam duvidas que a nossa curva tem qualidades ou
propriedades comuns a um folium de Descartes: é uma curva plana
que se intersecta a si mesma num né formando um lacete para um
dos lados.

Restaria verificar que os dois ramos do lado oposto ao lacete
sdo assimptéticosa uma mesma linha. A curva correspondente

8Isaac Newton, 1643-1727, inglés
9Gomes Teixeira. Obra citada p.93
106 que é a que consta também em

Borowski & Borwein. Dictionary of Mathematics. Harper Collins Publishers.
Glasgow: 1989



4 equacao padrdo 22 4+ y® = 3axy admite como tal assimptota a
recta de equagao = +y + a = 0, como podemos ver pela figura em
que se obtiveram o ”folium” e a recta, usando o GC'e as equagoes
24y’ =3zyex+y+1=0,

24

-4

Parecer-nos-ia que a nossa curva (ou muito parecida, embora mais
nutrida no nosso exemplo) e esta relativa & equacdo padrao sao do
mesmo tipo a menos de uma rotagao de —45° e centro na origem
das coordenadas. Bastara calcular a equacgao relativo ao novo
referencial desenhado na figura que se segue.

4+

Designemos as coordenadas de um ponto P no primeiro referencial
(O,1i,7) por (z,y) e no segundo referencial ((O,¢€, f), rotagao de
45° do primeiro) por (X,Y).



Por ser € = §Z+ gfe f: f‘/Tier g;,
OP =ai+yj=Xe+Y[=L(X-Y)i+L(X+Y)j

Substituindo, na equacio padrao =3 +y> = 3xy, x por Q(X -Y)

2
e y por g(X+Y),

3 3
(B -7)) + (LX+Y)) =32(X - V) R(X +Y)
a equagao do folium em (X,Y), que, feitos calculos e simpli-
ficacoes, é equivalente a
(6X +3v2)Y? = —2X3 + 3V/2X?

que, a menos de uma mudanga de varidvel, estd na forma canoénica
de Newton tipica das hipérboles defectivas (o que resolve um dos
problemas), e permite uma verificagao rdpida no GC da validade
dos célculos da rotagdo. A assimptota x +y + 1 = 0 passa a
V2X 4+ 1 = 0, por transformacdes idénticas as que foram feitas
para a equacao do folium.

| x3+y3:3xy

B x+y+1 =0 s N :
B x=y

B x=-y 1

i (6X+3J§)y2:—2x3+3ﬁ-x2

| ﬁ-x+1 =0 %

Mas, se pensarmos que o folium de Descartes é o ligar geométrico
dos pontos (z,y) que verificam a equacio 23 + y3 = 3ax !, a
nossa curva nao é um folium de Descartes. De facto, a equacao

do folium

(6X+43v2)Y? = —2X3431/2X? transforma-se por uma translacio

HVer a respeito das concepcoes de Descartes ”O aparecimento da Geome-
tria Analitica e do Célculo Infinitesimal” e outros textos em

Estrada, M. Fernanda, Correia de Sa, C., Queird, J. F. Silva, M. Céu e
Costa, Maria José; Historia da Matemdtica Universidade Aberta, Lisboa:2000



(X,Y) = (z,y) = (X = %,Y) em

1, 1+v3, 3+v3 1423
myt =gt Jri?,\[””2 N +9fx + +18\/_

que tem coeficientes diferentes da nossa curva que era, nesta forma
(de Newton):

xy? = —a® + 4bx?® — (b + 4b)x + 2b°

Resta terminar com a consolacdo que nem Roverbal 12 (que foi o
primeiro a procurar a forma da ciibica a que atribuiu os nomes de
"galant” (antigo termo francés, sinénimo de "noeud de ruban”)
e de "flor de jasmim”) nem Descartes '3 puderam determinar a
parte da curva que estd a esquerda do eixo dos yy. Infelizmente,
temos de admitir que, ao tempo daqueles dois gedmetras, nao
se possuia a nogao de coordenada negativa, ao contrario do que
acontece no nosso tempo.

A parte da forma da ctbica (& esquerda do eixo dos yy) que nos
tinha escapado foi indicada por Huygens '* e Jean Bernoulli'®

3 A utilidade do estudo

Finalmente convém explicitar o interesse deste pequeno estudo.
Com este estudo, chamamos a atencao para a poténcia forma-
tiva do conceito de lugar geométrico e para as potencialidades

12Giles Roverbal, 1602-1675, francés, considerado o pai da geometria
cinemaética pelas suas descobertas em geometria plana e método para de-
senhar a tangente a uma curva. Escreveu Traité des indivisibles em que
desenvolve métodos potentes de integracao. Inventou a balanca de Roverbal

13René Descartes,1596-1650, francés,

4 Christiaan Huygens, 1629-1695, holandés, inventor do péndulo (em
Horologium Oscillatorium prova um resultado sobre cicloide com importantes
aplicagbes préaticas ao péndulo e resolve o problema do péndulo composto ,
trabalhou sobre colisdes de corpos eldsticos, descreveu a queda dos corpos no
vazio; definiu evolutas e involutas de curvas, estudou a dindmica dos corpos,
trabalhou sobre a dupla refracgdo e sobre a velocidade da luz, tendo escrito
um Traité de la lumiére

15 Johann Bernoulli. 1667-1748, suico, resolveu o problema da cateniria,
investigou séries usando o método da integracdo por partes; considerando a
integragdo como operacao inversa da diferenciacdo teve éxito na integragao
de equacgdes diferenciais, somou séries e descobriu teoremas de adigao de
fungoes trigonométricas e hipérbdlicas usando equagdes diferenciais; passou
uma parte da vida em permanentes disputas (Leibniz/Newton sobre cédlculo
e Newton/Descartes sobre teoria da gravitagdo, por exemplo) e competigdes
sobre autorias de resultados (L’Hépital e com o seu préprio filho Daniel)



de motivacao e descoberta que o uso da tecnologia porporciona.
Chamamos ainda a atencao para as diversas sugestoes de trabalho
que se podem fazer em geometria analitica e cdlculo (com manejo
de ferramentas de cédlculo disponiveis no ensino secunddrio), com
incursoes naturais em assuntos de histéria da matematica e para
as diversas possibilidades de iniciar, de forma nao artificial, os
estudantes na pesquisa de informagao com sentido, no estudo
das nossas nacionais fontes e na criagao de uma identificagao
dos nossos matemdticos e do nosso patriménio cultural (quantas
vezes presente em obras cldssicas disponiveis nas escolas). Es-
peramos ter contribuido para mostrar que nao é a introducao do
uso da tecnologia no ensino secundario que enfraquece o trabalho
com o calculo ou com quaisquer outros assuntos de abordagem
necessaria.

Finalmente, pretendemos mostrar que as sugestoes diddcticas para
o ensino da mateméatica dependem fundamentalmente do dominio
de cada um dos conceitos matemédticos que devem ser mergul-
hados em cultura matemaética, como parte do caldo cultural dos
cidadaos.

Esperamos ainda ter sugerido um caminho para a realizagao de
projectos, usando tecnologia e criando interesse pela evolugao
histérica dos conceitos e no contexto dos seus autores. ]
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